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Presentacion

El presente libro, Representacion grdfica de funciones, ha sido disenado de acuerdo
con el Modelo Académico de Calidad parala Competitividad del Colegio Nacional de
Educacion Profesional Técnica (Conalep), con la finalidad de orientar el aprendizaje
de los alumnos, encauzar sus acciones y reflexiones y proporcionar situaciones o
experiencias de aprendizaje en las que desarrollan competencias y sus atributos
(entendiendo éstas como la combinacion integrada de conocimientos, habilidades,
actitudes y valores), que les permitan movilizar, de forma integral, recursos que se
consideran indispensables para saber resolver problemas de manera auténoma,
flexible y responsable en diversas situaciones o contextos.

Las actividades en secuencia didactica por competencias y atributos que se trabajan
en el libro son suficientes para cubrir el 100% de los temas vistos en el programa de
estudios, y ponen énfasis en lo que los alumnos tienen que aprender, en las formas
en como lo haceny enlaaplicacion y transferencia de los conocimientos a situaciones
de la vida real; ello exige a los estudiantes relacionar, integrar, interpretar, inventar,
aplicar y transferir los saberes a la resolucion de problemas.

El libro también contiene la seccion “Recapitulacion”, indicada en los programas de
estudios Conalep, que sirve a los alumnos para valorar los aprendizajes esperados
y aplicar una evaluacion parcial, antes de realizar cada una de las “Actividades de
evaluacion” con valor en la calificacion, incluidas al 100% en el libro.

Parte sustancial del sistema Conalep es la metodologia de su evaluacién, cuya
finalidad diagnostica, formativa y sumativa se concreta en los diversos instrumentos
de evaluacién que contiene este libro: Evaluacion diagndstica, Autoevaluacion,
Coevaluacion y Heteroevaluacion, ademas de pruebas tipo Planea, que permitiran a
los alumnos prepararse para la aplicacion de las pruebas Planeay Pisa que realizaran
en su ultimo grado escolar.

Como complemento, se integran al libro capsulas informativas de datos interesantes
relacionados con el tema; recomendaciones de tecnologias de la informacion y la
comunicacion, como paginas web, videos, musica, podcast, peliculas, libros, etc.;
actividades y frases que motivan a los alumnos a mejorar y evitar la desercién escolar
y fortalecen el Programa No Abandono, asi como actividades complementarias para
el desarrollo de aprendizajes para la vida, en los ejes transversales de “Cultura para
la Paz” y “Cultura financiera”.

Esperamos que, tanto a profesores como a los alumnos, este libro les sea de
utilidad en la transmisidn del conocimiento y la comprension del aprendizaje.

ViCTOR GUZMAN ZUNIGA
Direccion Editorial
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Estructura de la obra

Inicio de unidad

En cada inicio de unidad se presenta una imagen distintiva
de la misma; el nimero identificador, titulo; una frase
relacionada con el contenido que invita a la reflexion, asi
como preguntas de introduccidn que sirven para detonar
los conocimientos previos con que cuentan los alumnos.

Tabla de contenidos
Presenta, por medio de cuadros, la organizacién del
contenido de cada unidad del médulo: tema, tiempo
asignado, resultados de aprendizaje, subtemas,
recapitulacién, actividades de evaluacion oficiales e
instrumentos de evaluacién.

£Qué surgid primero la comunicacion
oellenguaje?
&Cusntas de Ias acciones que realizas en un dia
tendrn un propésito comunicativo?

Presentacion ... . . 3
Estructura de 2 obra B

Unidad 1 . .
Interpretacion de mensajes orales y escritos 1
50 horas.

expresiones en disintos géneros.
+ Eligey practica estios de vda saludables

INTERPRETACION DE MENSAJES
ORALES Y ESCRITOS

establecidos.

+ Aprende por iniciativa @ interés propio a o largo de |2 vida.
+ Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos

e b . 50 horas
Contexto 2 R R

creencias valors, deasy pricticas sociales.

"] I.
R ™

0
im
TS
3
Resultado de

aprendizaje 1.1 La historieta -

isciplinares basicas de

- identi

se ecibe.

funcion de sus conocimientos previos y nuevos

con base en a consulta de diversas fuentes.

intencion y situacion comunicativa

“El artéfde (a expresion no me, .
un oficio retdfico, independier introducciones, desartoloy conclusiones claras
" ‘conducta, singllifi medio parare: il i
a5, Pplenar ‘gl sentido hum
4 s

creativa.
7.

= 5 A d
Alfonso Reyes Ochoa, =~ o propésitos comunicativos de distntos géneros.
poeta y narrade regiomontano. .,

de comunicacion.
.10

elementos no verbales y contexto cultural.
.1

Recapitulacion 11 &

) . e ABANDONO
—

Competencias genéricas y disciplinares
Al inicio de cada unidad se presentan
todas las que se trabajaron a lo largo

de ésta tanto en actividades formativas
como de evalucion.

Lectura
Su finalidad es acercar al
estudiante al contenido del tema
que aprendera mediante un texto
literario para crear un puente de
conexion entre ambas disciplinas; Evaluacion de comprensién lectora
con este motivo, se localiza al inicio Es la primera actividad de cada
de cada unidad. unidad. Sirve para verificar lo que
los alumnos comprendieron de la
lectura que hicieron en la pagina

[ [iedum anterior.

Literatura dibujada

Bui6n de a revista Fiero. Con base en el texto anterior, lee las siguientes preguntas y rellena completamente el circulo que
corresponde a la respuesta correcta.

“a
o complejo de representar el tiempo?, dice el escritor Pablo de Sants, quien se vinculé muy Joven con
uego de ganar en 1984, de

Para De Santis,a traicién istoritistica argentina es muy rica, tanto en el humor com en al aventura
 entonces cree que los chicos pueden entusiasmarse tanto con los clsicos del humor como con dibu- 1
Jantes de hoy. Sin embargo, agrega que a pesar

@ Muestr locompleioderepresentar e temp.

-

Glosa rio (®) Son historia para nifios.
3 Esta seccidn ayuda © @ unsnarsin o
istori nturas, io, - @ Contiene temas locales.
e o s al alumno a conocer

I ik upari por cada arbol,por cada rama, como en

n e S e el significado de 2
T pa labras gue no son © rorave tiene

incentvar 5o u ectra  esimale I lector a explorar otro tipo de ectras, porue sobe todo, s ® Poraue s divertido.

de su dominio. L

@ rorave poia estimleaectoraexlrartros tpos de ecturs.

istrico

Sobre este tema, el estudioso Jaime Correa de Ia Universidad Javeriana de Colombia, sostiene que el

s un género que ha considerado de segunda o subliteratura, 3
diferencia de o aue ocurre en otros pafses como Franca, apdn,

o eenrten s e s blteces pibersy ot No abandono ®
Esta CépSUla invita a ® pice que es una lectura complef.

© propone trans

muchos casos

Glosario

tintas edades v

| e e e realizar una reflexion © s el ctone s nbetmbdcrn

que leen los nifos, pero no so-
mente. Lostemas universales,

como a amistad, las , el amor y las preguntas exi- o actividad acerca

tencialesse dibujan, se colorean y se escriben en esas paginas. S crean
climas con colores, e usan guifos y se abordan distintos ejes tematicos: humor, aventuras, terror, entre

s e de la importancia

et e g B s de ser constantes y m e

perseverantes en los Pt et
estudios.

10



Evaluacién diagnéstica

1. £Qué elementos Itervienen en calquler proceso comunicativo?

4. Escribe el nombre de tres histoietas que conozcas.

5. Menciona tres estrategias de lectura.

6. para qué nos sirve elaborar un cuestionario sobre na lectura?

7. éA.qué nos ayudan as estrategias delectura?

Actividades formativas

Tienen la finalidad de que el alumno
ponga el practica lo aprendido y logre
extrapolar ese conocimiento tedrico

a su vida cotidiana. En ellas se trabajan
competencias disciplinares,

asi como genéricas y sus atributos. En
cada Resultado de Aprendizaje, estdn
organizadas en secuencia diddctica de:
inicio, desarrollo y cierre. Ademas cada
una indica la forma de trabajo: individual,
pareja, equipo o en grupo.

Actividad de desarrollo Dedicacen

« Genria: 4. Escuch.
ilzacién de medios, codigos y herramientas apropiados.
«Discipl

(=)

1. En pareja observen las siguientes imagenes y escriban los elementos del proceso comu-

cativo aue Intervienen an cads stuacion
u
- &r

Emisor

Receptor

Codigo

Canal

Mensaje

Contexto

2. Compartan su trabajo con sus compaferos de grupo.

Evaluacion
diagndstica

Permite al profesor
identificar si los
alumnos cuentan con
los conocimientos
basicos necesarios
para iniciar los temas
de la unidad.

Valores

Referidos en las
actividades, se
trabajan durante toda
la clase y en todas las
asignaturas.

TIC

Recomendaciones de pdaginas de internet
que amplian el conocimiento; o de otro
tipo de Tecnologias de la Informacién y
la Comunicacién, como videos, peliculas,
programas de Word, Excel, PowerPoint,
podcast y libros, entre otros.

Actividad de desarrollo

rando otos puntos de vista de maner cfcay el

1. De acuerdo con la distancia mostrada en las vifetas de la pagina anterior, escribe de-
baio, 0 a un lado, de cada una el tipo de plano que representan.

2. Comparte tus resultados con tus compafieros de grupo.

Lo planos también producen dierenes efec
tos segn el dngulo visual, inclinacion o punto de
una altura superior
) dor que es superior )
aes, que e ando algo
e,

El guion de la historieta

vinetas)

Elguidn de Ia istorieta debe describir

toria).

en el que se desarrolla historia,

. 2 fisca de cada personaje.

= Secuenciay contenido de cada vireta desde el incio hasta el desarrollo y desenlace
de historia.

+ planos.

 Dislogos.

Muchos guionistas hacen a clisica estructura_de nimero de viketa, plano, des
el dibujo, muchas veces,

2 cor todoloque
uestros 0os ven, desde una hormiga hasta s nubes e el il

lengus. s by o b sualointenconil

o paricasde s,

Lenguaje

-y los conceptos que se derivan de éste, como “significado’, “en
Segin el Diccionario de o Rea! Acodemio de o Lenguo, e vocablo len

fecurso que hace posible a comunicacion.

Curiosidades

autores o sucesos que se tratan.

Son breves textos informativos sobre algo
relacionado con los temas de la unidad,
que complentan y enriquecen datos de los

11
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Estructura de la obra

Rnapi\ulacién @
L

te actividad de evaluacién.

Comunicadén
ceion de comunicr, de comparti datos e nformacién.

Proceso comunicativo
Esla transmisén  recepeion de datos,deas,ophiones y acttudes

|

Elementos del proceso comuricativo

(o) (oo ) (e ) [ ) () () ()

(e oo e ]

{

S S

. r I [ [ ]

(o) (2 ) (52 (Bt o) [ ]

Hacen efereniaal clemento comunicativo:

7 ]

35

Prueba Planea
Se incluye al final de cada unidad
con el fin de que los alumnos se

Recapitulacién

Esta seccidn aparece antes de
cada actividad de evaluacion.
Consta de un breve resumen,
esquema o mapa semantico
y se acompaia de preguntas
que sirven para valorar los
aprendizajes esperados.

preparen para la aplicacién de las
pruebas Planea y Pisa que realizaradn
en su ultimo grado escolar.

do completamente el valo de a respuesta correcta

Gabriel Vargas amaba mucho a México, pero
no tanto a Walt Disney

“En 1930, para celebra °1 Dia del Trific

0 Vargas realz en tinta chin un dibujo de fa ave

nida sy
delineadas y que del6 a sus maestros boquiabiertos, A los 13 3o, cuando le fuera ofrecida una
dibujo en Frandia,

=

que contenian sus historias, un récord que no fue igualado hasta
Gabril Vargas. 1a fecha. Ls obra de Gabril Vargas es ampli e incluye hisorietas

virolay
Slemén, £ Gien, Caperuza y Los Hermanos Mazorca.

i + que ado-

aba Meéxico, por pais a pesar
Esta

Le pedia y Ie pedia, e escribia que se fuera a trabajar con él y Gabrieldijo Jamas saldré de.

Meéxico', dio Gt

Jupe.

" i
Gabril 3
brado Cludadano Distinguido de I ciudad do Meéxico.

Marisain, Mérica, “Gabril

3 ,sin
Emborgo.ms, e febrero de 2015, en

1 £Cullesacreacién mis representatva de Gabriel Vargas?
® Lo Fomia Mazorc.

© tos s Mosqueters.

(=)

Dma | chos e todas s persons, echazatod foma e discriminacon

1. Elabora una historieta on la que expreses una actitud critica ante los usos discursivos
verbales y no verbales en el discurso televisivo y publicitario que suponen una discri-
minacion social, racial, sexual, stcétera. Para ello realiza los siguientes pasos
« Escoge un tema relacionado con la discriminacion social, racial, sexal, etc. que se

exprese en la television o a publicidad.
« Ponle un titulo a tu historieta,

Genario, contexto y planos de las vifetas; las escenas y los dialogos expresen 0s tipos
de discriminacion; y emitas, por medio de los personajes, una postura personal hacia

« Como parte de la historia establece y describe la relacion entro las caracteristicas dol
texto con 6 6 I

« En el desenlace de Ia historieta, s personajes deben asumir una postura ante la dis-
criminacion social, sexual o racial.
2. Do acuerdo con tu guién, realiza tu historieta on una hoja de cartulina. Usa colores
como apoyo visual.
3. Verifica que las secuencias de tus vinetas vayan en orden progresivo y describan el
trascurri el tiempo en la historia.

. yvay:
dentro de los globos. Si hay narrador, sus didlogos estaran dentro da los recténgulos
llamacios cartelas.

5. Antes de presentar tu historieta a tu profesor y grupo, realiza tu “Autoevaluacion” en
Ia pagina 40 para conocer la calificacion que estss en oportunidad de obtener. De ser
necesario, mejora tu trabajo antes de presentarlo.

6. Junto con tus compafieros y profesor, organicen una exposicién grupal an ol salén de
clases para presentar las historietas.

7. Peguen todas
visibles.

los muros del salén de cl queden

tomen nota

5 =

de posibles podrian hacerse en las h d
1a propia con base en la comparacién

9. Una vez que termine la sesion de revision, en grupo expongan, por tumos, las notas
que hicieron con sugerencias para mejoras en las historietas de sus compareros y las
propias, argumentando el porqué de cada una.

10. Realicen los cambios que consideren pertinentes para mejor o completar su historita

1. Alfinal it Frio
reflexion 6n en los medi aue puede

tener a historieta, ademds de sor un entretenimiento.

Actividad de evaluacién

Son las actividades de evaluacion
marcadas en el programa oficial
del modulo que seran calificadas
por el SAE (Sistema de
Administracion Escolar) del
Conalep. Desarrolladas con
instrucciones claras y precisas para
llevarse a cabo.

2.4n qué contextose desan

= ce il Vargas?
© wpsita
©  istori d as socedadesltnosmercans.

© Lo vida cotidiana burguesa

SR cvucon
PLANES

®

© o sverenci.

@ apetaia

delanotaes
® conat
® rosticajestétca

© peter

representatia




Instrumentos de evaluacion
Coevaluacion
Instrumentos de evaluacion L U Instrumentos de evaluacion
Autoevaluacion i enla infr: “asten diferencias n los prcentaes que arrjan Ios estudios
tablaindicacon una X" lacasilacorespond sobre la esquizaenia’
5 por el orgen “poli
o1 " i icar como s relacionan losfactors aue s provoca
Carrera: Nombre del modulo: -
Pars (———
ambos tanos et Grapo: o
‘Competencias os Con | Algunas | oo paneros.
Sun ] Atibut et s | ™ b
uficionts Exclente e - Actitud tonario
Valor el arte coma maifestacén de I bllezay xpresin de 2%
Rubrica 111 -
s igentidag. . 00
Se exprosay comunica “sufciene’, o
Expres deasy conceptos mediate representacones Inguist ; i &
iy itencion comuicatis y o o ica i
Porcentaje Indicador logrado
Elegi un tema relacionado con a cseriminacn socl, raca, sexual Heteroevaluacion
i s e
Ve s ce mumcai
[ £ e T T a3 et kg o b e abtenr el peso parala uidad
Planeacion =
25% Piensa citica y
5. Desarrola [Sigue nstrucciones y procedimentos e manera efexva, Tabla
| comprenciendo como cada uno de sus pasos contibuye a1 e Aspartos a
Elabord un guion en el que consider y emplee Ios clementos e cada Unidad RA Actividad | olaly %Peso | %Peso | %Peso
== : v doevaluacion 1L especifco | logrado | acumulado
i relaciones. Ty »
Historeta
claborsca.
e discriminacién. Comstruye hipetesis  disena y apiica modelospar probarsu Al
walder
ridas mediante a experimentacan L o
‘ es y fo » a
r oraes yesertos. 1.2 121 E]
Iantencin comunicatv | Esquioirenia)
Desarrallo del emisory ¢l conteto
0%
1 50
100
a5
Ut vitetas, cartelas  gobos de acuerdo con s fncion. w
Mostré el tanscurso del tiempo y a secuenciaen cada viret.
a2 a5

Instrumentos de evaluacion

Se incluyen al final de cada unidad en las tres modalidades
Cultura para la Paz de: Autoevaluacion (la realiza el alumno en cada una de las

Es uno de los Ejes Transversales para el actividades de evaluacién parcial marcadas en el programa
desarrollo de "Aprendizajes para la Vida". oficial del médulo que seran calificadas por el SAE), Coevaluacion
En esta seccion los alumnos ponen en (cada alumno evaltia a un compafiero considerando los

practica diversas estrategias para lograr atributos que éste trabajé en la unidad) y Heteroevaluacion (es
algunas de las habilidades y actitudes la evaluacién sumativa que realiza el profesor con base en la
éticas sobre valores de: comprension, calificacién que obtiene el alumno en cada evaluacién parcial).
orden, justicia, reconocimiento del
otro, cooperacion, disciplina, equidad,
limites democraticos y comunicacion,
y en particular, sobre la prevencién de
conflictos, con el fin de que aprendan
a crear su propio camino hacia la sana
convivencia.

Cultura financiera y para

el consumo

Es uno de los Ejes Transversales
para el desarrollo de
"Aprendizajes para la Vida". En
esta seccion, los alumnos ponen
en practica estrategias para

que administren y planifiquen
su dinero; desarrollen una
actitud critica hacia el consumo,
y conozcan sus derechos y

¥ o deberes como consumidor. Esto - - - !
v Cultura financieray para el consumo
h ﬁum paralaPaz con el fin de que sean capaces - ) A .

e de decidir qué consumir, cémo
‘comunicacién, y rticular 4
e hacerlo y por qué, y basen sus Finanzas personales

“La pobreza no viene por sino porla

Buen trato y maltrato decisiones en el valor real que Pl (427C.567 5.1, Wosto g,
Egmm;m ot cor 1o 14 Besonci 45l armonts o, s posioind o s e para ellos tienen los pl’Od uctos, ol L st maners e e de s i de culqir persons. oy n i s
o ———— segun sus necesidades y deseos. e e

L dautesvitenca? M

hacer mis con tus gastos. Para ello, en prictica

auenodebeono | La violencia son aquellos actos u omisiones que atentan contra la integridad e la per-
puede tocarse sonas de forma fisica, psiolgica, sexual y moral. Toda accién violenta tien Ia ntencion 1os siguientes dos tps
descuido fatade | de causar dafioy ejrcer abuso del poder. Estos actos de volencia son . como el .
cuidado. maltrato fisico y los golpes, o bien, ven, pero que de igual forma lesionan a las personas Primer TIP. Elabora un presupuesto
lencia des d 2, como 6 alotro 1. Realiza un registro puntual del dinero que “ganas”: td beca, la mesada o sala-

fio, tu domingo, ya sea fijo o variable; haz lo mismo con tus gastos. Realiza el
registro durante un mes. Te sugerimos usar para ello el siguiente formato.
Mesada:
Salaro

El maltrato

bro-
pina a otra persona. €l maltrato emocional se lleva a cabo mediante la intimidacion, 0 a
4 " Ta indif Ta reclusio

oel rechazo, est 1 més difici de
Domingo delasbuel:

Entre los muchos sintomas que vienen a indicar que una persona estd siendo victima de

Venta d papely botalas reclados:

2

amigos, mirada huidiza, baja autoestima, una escasa capacidad de comunicacién, sensa-
6 e tipo
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éQué es un lugar geométrico?

¢Qué son y para qué se usan las coordenadas
cartesianas?

REPRESENTACION GRAFICA DE LUGARES
GEOMETRICOS

20 horas

“Para alcanzar la verdad, es necesario, una
vez en la vida, desprenderse de todas las
ideas recibidas, y reconstruir de nuevo y

desde los cimientos todo nuestro sistema de

conocimientos”.

René Descartes

M
“»
ey

o
ABANDONO

~——




|

Competencias genéricas

. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que
persigue.

. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.

. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.

. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

Competencias disciplinares basicas de matematicas

. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacidn de procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de situaciones reales,
hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los contrasta
con modelos establecidos o situaciones reales.

. Argumenta la solucion obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos, analiticos o
variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la informacién y
la comunicacion.

. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para determinar o
estimar su comportamiento.
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Lectura

Geometria analitica... algo de historia

La geometria analitica se define como un método que unifica el dlgebra y la geometria.

Los primeros pasos en la geometria analitica los dio Menecmo hacia el afio 350 a.C. cuando intenta-
ba resolver el problema de la duplicacién del cubo (construir un cubo de doble volumen a partir de otro
dado). Redujo el problema al de la construccién de las dos medias proporcionales entre 2 y 1, es decir, si
encontramos x e y tales que:

2
X

<

X
y
Entonces x* =2y, y* = x, yasi x> =2y°

Por lo tanto, el cubo de lado x tiene el doble de volumen que el de lado y.

A partir de las ecuaciones obtenidas, Menecmo descubrid secciones de un cono circular. También se
piensa que él aplico técnicas que llevaban implicito el sistema de coordenadas que utilizamos hoy en dia.
Estas secciones encontradas por Menecmo comenzaron a estudiarse mas a fondo en el primer siglo de la
época helénica donde sobresalian matematicos como Euclides, Arquimedes y Apolonio de Perga.

A finales del siglo IV existieron dos obras muy importantes: La primera fue de Aristeo, El libro de los
lugares sdlidos, donde plantea que las cénicas se obtienen por secciones de cilindros; la segunda obra
se le atribuye a Euclides, de quien dicen que ademas de haber escrito Los elementos es autor de cuatro
tomos sobre las cénicas, de las cuales no queda ninglin ejemplar y cuyo contenido se piensa que aparece
en las lineas fundamentales de los libros de Las cdnicas de Apolonio.

Apolonio vivid entre 262-190 a. C.; nacid en Perga, en el sur de Asia Menor. Una de sus obras mas
importantes, Las conicas, recogia en ocho tomos todo el saber de la época acerca de las conicas y fue él
quien dio los nombres de parabola, elipse e hipérbola a las curvas correspondientes (aunque existen indi-
cios de que Arquimedes ya habia usado el término pardbola).

Los pasos (importantes) siguientes no vendrian sino hasta cerca de 1 800 afios después, junto con dos
franceses: René Descartes (1596-1650) y Pierre de Fermat (1601-1665). A ambos se les considera creado-
res de la geometria analitica, aunque en forma simultanea e independiente.

La Geometria de Descartes fue publicada en 1637 como uno de tres apéndices de su obra mds impor-
tante, Discurso del método. Su trabajo es mas general en alcance que el de su compatriota Fermat, y su
mérito consiste sobre todo en la aplicacion del algebra del siglo XVI al analisis geométrico de los antiguos.
Dos siglos después, Ampére denomind a este método de la geometria como “geometria analitica”.

En tanto, Fermat aplicé en una nueva direccidén el estudio de los lugares geométricos. En su traba-
jo (1629) dedica escasas ocho paginas a la linea, al circulo y a las secciones conicas. Establecid, en un
lenguaje preciso, el principio fundamental de la geometria analitica: “si en una ecuacion se tienen dos
cantidades desconocidas tenemos un lugar geométrico que puede ser una recta o una curva”; demostrg,
ademas, que las ecuaciones de primer grado expresadas en términos generales como ax + by + ¢ =0 repre-
sentan rectas, mientras que las ecuaciones de segundo grado de la forma x? + y? + by + ¢ = 0 representan
circunferencias, y otras ecuaciones de segundo grado pueden representar, en general, pardbolas, elipses
o hipérbolas. Sin embargo, aunque el trabajo de Fermat fue mds sistematico en algunos aspectos no se
publicd de hecho sino hasta 1679, después de su muerte, y por esta razon, hoy hablamos
de la geometria cartesiana en lugar de la geometria fermatiana. Es una situacion
que aun hoy implica discusidn y confrontacion entre los grupos defensores de 3
cada matematico.

Pero valorizar un trabajo mas que otro no es quizas lo correcto, pues se-

ria mas adecuado destacar los aportes de cada uno de ellos ya que, mientras ' S i1~
Descartes comunmente empezaba con una curva y derivaba su ecuacion al- R
gebraica, Fermat comenzaba con una ecuacién algebraica y derivaba de ella : -hﬂ y
las propiedades geométricas de la curva correspondiente. Asi, los trabajos de : °F :.’E_ e
Descartes y Fermat tomaron juntos, de manera acompasada, los dos aspectos '-:_.-.,...._.,.., T =
complementarios de la geometria analitica: el estudio de ecuaciones a través H-‘-H—
del significado de las curvas y el estudio de curvas definidas por ecuaciones. AL T T

Ni Descartes ni Fermat usaron sistematicamente dos ejes de coordena- i
das en la forma estdndar actual. Lo mas cercano a ello viene indicado en el -

principio guia de Fermat: “cuando encontremos dos cantidades conocidas en



una ecuacion, tenemos un lugar geométrico, la extremidad de \
una de éstas describe una linea, recta o curva”. Ademas, aunque
Fermat pudo haber concebido el modo de construir curvas por
medio de las ecuaciones representativas (la “propiedad especifi- i, | i
ca” de cada una, como la llamd), no lo vio o no lo presentd como
un procedimiento que pudiera dominar en la matematica; por g
el contario, para Descartes era un método nuevo y general de
resolver todos los problemas. a
En su tiempo se hicieron muy “famosos” tanto Descartes o

como Fermat, en parte por el nuevo método que ambos apor-
taban a la ciencia. Lo anterior evidentemente trajo consigo cada  La geometria analitica es importante para la
vez atraia mas miradas, hasta que un dia la reina Cristina de formacion de profesionales en campos como la
Suecia invitd a Descartes en 1649 para que le introdujera en su arquitectura.

filosofia. Descartes, reticente, parte en septiembre para Suecia. El alejamiento, el rigor del invierno y la
envidia de los doctos del reino dificultan su estancia. La reina le cita en palacio cada mafiana puntualmen-
te a las cinco horas para recibir sus lecciones; Descartes, de salud fragil, sufre una neumonia que lo lleva
finalmente a la muerte el 11 de febrero a los 53 afios de edad.

Por ultimo, podemos decir que ni Descartes ni Fermat son responsables de la geometria analitica
actual, ya que fue Leonhard Paul Euler quien, en 1748, sistematizo la geometria analitica de una manera
formal. En primer lugar, expuso el sistema de la geometria analitica en el plano (que hoy conocemos como
cartesiano) introduciendo, ademas de las coordenadas rectangulares en el espacio, las oblicuas y las pola-
res. En segundo lugar, estudid las transformaciones de los sistemas de coordenadas. También clasifico las
curvas segun el grado de sus ecuaciones, estudiando sus propiedades generales.

Sin embargo, no podemos quitar crédito a los franceses fundadores ni a los helenos que elevaron la geo-
metria a niveles no vistos hasta entonces, ni a los alejandrinos que sentaron las ideas basicas de lo que hoy
conocemos como conicas. Sin todos ellos, la geometria analitica no seria hoy lo que es: tal vez nunca habria
dado cabida a un vasto territorio virgen de curvas nuevas para ser estudiadas y no se habria convertido en
estimulo para la invencién de técnicas algoritmicas que permitieran su investigacion sistematica o cualquier
otro avance y aplicacién dentro los cientos que ésta tiene en areas diversas del desarrollo de la humanidad.

Algunas de éstas van desde la mds antigua, su uso en la filosofia matematica, en los tiempos de Gre-
cia, hasta las mas actuales y variadas areas como topografia, en donde se necesitan calcular distancias,
angulos, alturas, etcétera. Los ingenieros civiles la usan mucho para resolver problemas que, sin la ayuda
de la geometria analitica y el célculo diferencial, no serian posibles de resolver.

Ademas, se utiliza en disciplinas como matematicas, fisica, biomatematica, astronomia, ingenieria,
arquitectura, etcétera, sin olvidar las investigaciones cientificas de todo tipo, la gestion de los recursos y
de activos, la arqueologia, la evaluacion del impacto ambiental, la planificacidon urbana, la cartografia, la
sociologia, la geografia histdrica, el marketing, la economia, la arquitectura (en donde es fundamental),
la logistica y los sistemas de posicionamiento global por nombrar unos pocos. Por ejemplo, un SIG (sistema
de informacion geografica) depende de la geometria analitica. Algunos de sus usos son: permitir a los gru-
pos de emergencia calcular facilmente los tiempos de respuesta en caso de un desastre natural, encontrar
los humedales que necesitan proteccion contra la contaminacidn, o bien permitirle a una empresa ubicar
un nuevo negocio y aprovechar las ventajas de una zona de mercado con escasa competencia.

En la actualidad, siguen surgiendo aplicaciones, como por ejemplo dénde poner el centro de gra-
vedad en un auto de F1 (férmula 1) o la reduccidon del ruido que se percibe dentro de las cabinas de los
aviones comerciales y militares. También tenemos aplicaciones militares variadas, como los sistemas de
guia de misiles, las telecomunicaciones, etcétera.

También la geometria analitica esta presente en la formacion de profesionales como asignatura de es-
tudio obligatorio en las escuelas de ingenieria, arquitectura, fisica y matematicas (entre otras) del mundo
entero. El estudio de la geometria analitica persigue el desarrollo intelectual del estudiante en dos campos
distintos pero complementarios: la comprensién del entorno que rodea al individuo y el desarrollo de una
estructura légica de pensamiento, lo cual permite al profesional sentar las bases de otras disciplinas, como la
mecanica de cuerpos rigidos y deformables asi como de fluidos; todo ello le permite enfrentar los problemas
especificos de su drea segun un enfoque heuristico, no memoristico, de la realidad objeto de estudio.

Casanova, F., Madariaga, J. y Galvez, J. Geometria Analitica, Algo de Historia, 22 de junio de 2010, en
<https://es.scribd.com/doc/33516043/Geometria-Analitica-Algo-de-Historia>, consulta: mayo de 2016.
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Evaluacion de comprension lectora

Con base en el texto anterior, lee las siguientes preguntas y rellena completamente el circulo que correspon-
de a la respuesta correcta.

1. éQué personaje de la historia fue el que dio los primeros pasos en la geometria analitica?
(a) Descartes.

™
(b) Menecmo.

(c) Euclides.

(d) Euler.

2. A finales del siglo IV se escribieron dos importantes obras. ¢ Cual fue escrita por Aristeo?
N . 2/
(a) Ellibro de los lugares sdlidos.

(b) Los elementos.

(¢) Las conicas.

(d) Elteorema fundamental del cdlculo.

3. De acuerdo con la lectura, ¢quién dio nombre a la parabola, la elipse y la hipérbola?

(a) Euler.

) ;
(b) Euclides.

(c) Descartes.

(d) Apolonio.

4. Considerando la lectura, ¢a quiénes se les atribuye la creacion de la geometria analitica?

A
(a) Descartesy Fermat.

(b) Eulery Descartes.

@ Fermat y Einstein.

(d) Platény Aristételes.

5. De acuerdo con Fermat, una ecuacion cuadratica puede representar:

N 2 5 92
(a) Parabolas, elipses o hipérbolas.

(b)

(b) Cuadrados, circulos y triangulos.

‘\C>‘ Pardbolas o elipses Unicamente.

(d) Parabolas o hipérbolas inicamente.



Evaluacion diagnéstica

Lee con atencion cada pregunta y responde segun tus conocimientos.

1. Escribe la diferencia entre nUmeros naturales y numeros reales.

2. Escribe la diferencia entre nimeros naturales y nimeros racionales.

3. éCuadles son las operaciones basicas del dlgebra?

4. Escribe con tus propias palabras qué es un conjunto.

5. Escribe los nombres de los angulos que recuerdes.

6. Escribe las caracteristicas de los cuadrantes de un plano cartesiano.

7. Cita los tipos de triangulos que conozcas.

8. En tus propias palabras, escribe lo que significa una variable.

9. Escribe el orden en que se resuelve la siguiente operacion: <6+2.4_7+4)_1

10. Escribe el nombre de los elementos de una division.
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1.1 Representa graficamente espacios
geometricos poligonales y considera
los principios, leyes y procedimientos
graficos aplicables a la solucion de
situaciones de la vida cotidiana

Las matemadticas son parte fundamental de la vida diaria. No hay dia en el que no pon-
gamos a prueba nuestras habilidades numéricas. Por ejemplo, cuando se adquiere alguin
bien se debe tener cuidado con el cambio que se recibe.

Mucho de lo que se vera a continuacion tiene que ver con aspectos que no son tan
notorios en la vida diaria pero con los que convivimos en forma inconsciente. Un ejemplo
sencillo se encuentra en la seleccion de un cierto producto, la cual obedece a una pre-
ferencia personal, por lo tanto, dicho producto se puede relacionar como algo positivo.
Igualmente, al caminar se busca la ruta mas corta para llegar un determinado destino.

En términos generales, la geometria analitica estudia las figuras geométricas utilizan-
do herramientas matematicas basicas en un determinado sistema coordenado. Entonces,
a lo largo de esta seccion se veran temas fundamentales para la representacion y descu-
brimiento de elementos en el plano cartesiano.

ACtiVidad de il‘liCiO Reflexion

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

COMFEIENCESRY Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas mateméticos, aplicando diferentes enfoques.
¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.
ATRIBUTO

1. De manera individual, escribe en tu cuaderno los pasos que sigues cuando tienes que ir
desde un punto A a uno B. Por ejemplo, de la cocina a tu cuarto.

2. De la descripcion dada, jpor qué crees que es importante encontrar la ruta mas corta?
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3. Suponiendo que antes de llegar al punto B tuvieras que pasar por un punto C, jqué ten-

drias que considerar para cumplir esta solicitud?

4. Para finalizar, comenta tus reflexiones con el grupo.

Empleo de relaciones y funciones

De acuerdo con la definicion del Diccionario de la lengua espafiola de la Real Academia Es-
pafiola, una relacion “es el resultado de comparar dos cantidades expresadas en niUmeros”.
Por su parte, el término funcion lo define como la “relacién entre dos conjuntos que asigna
a cada elemento del primero un elemento del segundo o ninguno”. Considerando estas de-
finiciones podemos observar que las relaciones conllevan la comparacion de dos elementos
numéricos, mientras que las funciones asocian elementos de diferentes conjuntos.

Variables dependientes e independientes

La palabra “variable” indica la incertidumbre sobre el valor de algo, o en otras palabras,
que existe un cambio sobre alguna situacion determinada.

En matemadticas es comun representar los elementos asociados con un problema me-
diante letras. Es usual utilizar las ultimas letras del alfabeto para representar una variable,
y las primeras letras para representar constantes. Igualmente, las letras griegas son un
buen recurso cuando se desea representar variables.

Una constante es la contraparte de una variable. Un valor constante, tal como su
nombre lo indica, no cambia de valor.

Para que el valor de una variable cambie, es necesario que suceda algo que la obligue
a modificar su valor. Un ejemplo de lo anterior se encuentra en el clima. A diario existen
variaciones en la temperatura, mismas que estan determinadas por la situacién climato-
légica.

En esta seccidon nos concentraremos en dos tipos de variables: dependiente e inde-
pendiente. Una variable dependiente es aquella cuyo valor obedece al valor que tome
una o mas variables. Por el contrario, el valor de una variable independiente no obedece
al que pueda tomar una o mas variables.

En el plano cartesiano, las variables dependientes se situan en el eje de las ordena-
das, mientras que las variables independientes se colocan en el eje de las abscisas. Es co-
mun representar una variable independiente con la letra y, mientras que para representar
una variable dependiente se utiliza la letra x.

Relaciones

En matematicas, una relacion es un vinculo o correspondencia entre dos o mas conjuntos
de valores. De acuerdo con lo anterior, las relaciones se dividen en:

e Binarias: relacidon de dos conjuntos.

e Ternarias: relacion de tres conjuntos.

e Cuaternarias: relacidn de cuatro conjuntos.

e N-aria: relacién de n conjuntos.

El tipo de relacion mas comun es la relacidn binaria. Graficamente, una relacion bina-
ria puede representarse a través del plano coordenado o cartesiano. Como hemos visto,
las variables dependientes se sitlan en el eje de las ordenadas mientras que las variables
independientes se situan en el eje de las abscisas.

A manera de ejercicio, considera el conjunto A = {1, 3, 6, 7, 10, 11} y el conjunto
B={-1,-4,7,8,9}. Se quiere establecer una relacion binaria entre los elementos del conjun-
to A con los elementos del conjunto B de tal forma que cada elemento de A esté relacionado
con cada uno de los elementos de B. De acuerdo con lo anterior, écudl seria el conjunto
resultante? Ahora definiremos de manera formal el concepto de relacion binaria.

Definicion: Sean Ay B dos conjuntos. Una relacién (binaria) R de A en B es un subcon-

junto de A x B (producto cruz):
R c AxB={(ab)a €Ayb €B}

Etimoldgicamente
hablando, la palabra
“variable” proviene del latin
variabilis, donde “vari(us)”
significa varios y “-abilis”
quiere decir capaz, por

lo que en conjunto significan
“capaz de cambiar”.

La pagina Mathgametime TIC

presenta una serie de jue-
gos relacionados con
el tema de variables.

http://www.mathga-
metime.com/games/
swimming-otters-
variable-expression
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— ABANDONO

—
“No basta tener buen ingenio; lo
principal es aplicarlo bien”.

René Descartes
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De acuerdo con la definicién anterior, una relaciéon puede denotarse como aRb cuan-
do (a, b) € R. Si se cumple la relacidon aRb, entonces diremos que a esta relacionado
con b.

A continuacioén, se listan algunas propiedades que una relacidon puede tener. Sea R
una relacion en un conjunto A.

e Larelacion R es reflexiva si:

YacA, aRa
® Larelacién R es simétrica si:

YacA aRb < bRa
® Larelacion R es antisimétrica si:
Ya beA aRbybRa = a=b
e La relacion R es transitiva si:

Ya, b, ceA aRbybRc = aRc
SeaA={1,2,3yR={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} el
conjunto de relaciones binarias en A. Segun el listado anterior de las propiedades de las
relaciones, R es reflexiva, simétrica y transitiva.
Sean R,y R, relaciones entre los conjuntos Ay B. Sea S una relacion entre el conjunto
By el conjunto C. De acuerdo a lo anterior, las operaciones posibles entre relaciones son
las siguientes:

e Larelacion de union de R, y R,, R, U R, es una relacion de A en B dada por:

R,UR,={(a, b): (a, b) €R, 0 (a, b) R}

La relacion de interseccion de R, y R,, R, U R, es una relacion de A en B dada por:

R,NR,={(a, b): (a, b) €R,y(a, b) €R}

La relacion de diferencia de R, y R,, R, =R, es una relacién de A en B dada por:
R_1 —-R,={(a, b):(a, b) €R,, (g, b) ZR,}
e Larelacion complementaria de R , R, es una relacion de A en B dada por:

R,={(a, b): (a, b) €AxB, (a,b) ZR}

La diferencia simétrica de R, y R,, R, © R, es una relacion de A en B dada por:

R,®R,={(a, b): (a, b) ER, @ (g, b) ER}}

La relacion de composicion de R, y S, R o S es la relacién:

SoR ={(a,b)cAxC:IbeB, (g, b)cR, (b c) €S}

La relacién inversa de R, R, es la relacién de B en A tal que:
R™={(b, a): (a, b) € R}
Considera las relaciones R, ={(1, 2), (2, 3), (4, 5)} y R, ={(1, 2), (3,4), (4, 5)}; entonces:

* Launiénentre R y R, R UR, es{(1,2),(2,3),(4,5),(3,4)}
* Laintersecciénentre R y R, R, UR, es{(1, 2), (4, 5)}

La diferencia entre R y R,, R — R, es {(2, 3)}

La diferencia simétricaentre R y R, R, © R, es{(2, 3), (3, 4)}
* Larelacioninversa de R, Rl‘1 es{(2,1),(3,2),(5,4)}
El dominio de una relacidn corresponde al conjunto de valores independientes que

tiene la relacion. De manera complementaria, el rango de una relacién corresponde al
conjunto de valores dependientes que produce una relacion.



Funciones

Una funcion sefiala una dependencia entre dos conjuntos. Asi, una fun-
cion f marca la dependencia de un conjunto D con un conjunto E. Enton-
ces, podemos decir que una funcién es una regla de correspondencia
entre los elementos de un conjunto D con exactamente un elemento de
algun otro conjunto E.

Se acostumbra representar una funcion a través de las letras f, g o h.
De esta manera, una funcién f de un conjunto D a un conjunto E se re-
presenta con la notacién f: D — E.

Cuando hablamos de funciones es importante tomar en cuenta el
dominio de la misma. El dominio de una funcidn es el subconjunto de
numeros reales en el que se encuentra definida. Generalmente se de-
signa utilizando la letra D. La figura 1.1 ilustra lo anterior.

La letra x, en la figura 1.1, representa un nimero perteneciente
al dominio de la funcidén y recibe el nombre de variable independiente.
Por su parte, el elemento y, que pertenece al conjunto E, es el valor de
fen x (o laimagen de x bajo la funcién f) y estd denotado por f(x). La
figura 1.2 ejemplifica los conceptos anteriores.

Ejemplo:

E

Figura 1.1. Ejemplo de una funcién quevade D a E.

E

Figura 1.2. Ejemplo de una funcidn. El conjunto D representa el
dominio y el conjunto E la imagen.

Sea f una funcién con dominio R (los nimeros reales) tal que f(x) = x> para toda x que

existe en R; encontrar:
a) f(-6)
b) f(¥3)
c) f(a+b)
Solucién:
fl=6) = (-6)* =36

F(V3) = (V3 =
f(a+b)= (a+b)?=a* + 2ab + b*

Ejemplo:
Determina el dominio de f(x)=+/x>+2x-15

La expresion bajo el signo radical, el radicando, debe ser no negativa, esto es, el do-
minio de f es el conjunto de los nimeros reales x para los cuales x? + 2x —15 > 0, o bien

(x =3)(x + 5) = 0. El conjunto solucién de la desigualdad anterior (—o, —5] U [3, +), tam-

bién es el dominio de f.

Las funciones estan ligadas a la defini- YA
cion de relacion binaria, pues una funcion
asocia un elemento de un dominio dado con
un elemento del conjunto imagen.

A través de las relaciones formadas con  f(g)

y =f(x)

el dominio y la imagen se puede representar
una funcién mediante un plano coordena-
do. Esta representacion grafica se encuen-
tra conformada por el conjunto de todos

los pares ordenados [x, f(x)] de la funcién f, A

es decir, como un subconjunto del producto
cartesiano X x Y (figura 1.3).

v

Figura 1.3. Representacion
grafica de una funcién.
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Actividad de desarrollo Laboriosidad

VALORES

e Genérica: 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
e Disciplinar: 5. Analiza las relaciones entre dos o mas variables de un proceso social o natural para

COMPETENCIAS
S —

determinar o estimar su comportamiento.

¢ Define metas y da seguimiento a sus procesos de construccidn de conocimiento.

ATRIBUTO

1. De manera individual, practica lo que has aprendido hasta el momento. Para ello, calcula y
grafica en tu cuaderno el siguiente conjunto de funciones para x={-5, -4,-3,-2,-1, 0, 1,2,

3,4,5).
1) f=2x+1
2) f=x2
3)f=x*+3

2. Entrega tus respuestas al profesor.

Visita el siguiente enlace
para descubrir diferentes
aplicaciones de la
geometria analitica
en la vida diaria.

http://www.ehowe-
nespanol.com/utiliza-
geometria-vida-real-
info_181008/

Figura 1.4. Segmento de recta.
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Identificacion de los fundamentos de la
geometria analitica

La geometria analitica fue concebida por el fildsofo y matematico René Descartes en 1637
como la unidn del dlgebra y la geometria. La caracteristica basica de la geometria analitica
es el uso de un sistema coordenado.

Como vimos en temas anteriores, las relaciones binarias comprenden dos elementos,
los que a su vez pueden ilustrarse en un plano coordenado o cartesiano. Igualmente, una
funcién nos permite encontrar una sucesién de puntos en un plano. Es importante desta-
car que cualquier situacion compleja estd hecha de elementos bdsicos. De esta forma, el
concepto de relacién, en apariencia simple si se deja como un término aislado, al trasla-
darlo junto con los conceptos de funcidn y geometria analitica, es posible entender mejor
estos temas mas complejos.

Segmento dirigido

Una recta dirigida es una recta en la que una de sus direcciones se escoge como positiva y
la direccidn opuesta como negativa. Un segmento de la recta esta formado por dos puntos
cualesquiera dentro de la recta, y la parte entre ellos se llama segmento de recta dirigido.
En la figura 1.4, la direccidn positiva esta indicada por una flecha. Los puntos Ay B deter-
minan un segmento denotado por AB. En este segmento al punto A se le conoce como
origen o punto inicial, en tanto que el punto B es el extremo o punto final.

Supongamos que la distancia del segmento de recta, de la figura 1.4, es AB = 3:
la distancia del mismo segmento, pero ahora con los puntos intercambiados, resulta
BA =-3. Sin embargo, la magnitud de la distancia del segmento AB y del segmento BA es
la misma.

La distancia no dirigida es la longitud del segmento y se considera positiva. Desde el
punto de la geometria elemental, las longitudes de los segmentos no dirigidos, como
el caso descrito de AB y de BA, son las mismas. En geometria analitica, sin embargo, se
hace distincion entre los signos de estas longitudes.

La distancia entre dos puntos de un segmento de recta se define como el valor nu-
mérico o valor absoluto de la longitud del segmento rectilineo que une esos dos puntos.

De acuerdo con lo anterior, si representamos la distancia entre dos puntos mediante
la variable d, podemos escribir:

d=|AB|=|b-al



O también: @
d=1|BA|=|b-a Conoce mas sobre este .

TIC
llustraremos lo anterior con el siguiente ejemplo: hallar la distancia entre los puntos  tema en el video “El Plano

5y — 3 en una recta numérica. Consideremos a =5y b =-3, asi que segun lo expuesto: Cartesiano”: E E
d=|a-b]| https://www. T
d=|5-(-3)] youtube.com/ :E.. ﬁ
d= |5 + 3| watch?v=hSbbKBuliiu ™

d=8 (=]

Para demostrar que la distancia del punto a al punto b es la misma que del punto b al
punto a calculemos ahora la distancia entre =3 y 5:
d=|a-b]|
d=|-3-5]|
d=1-8|
d=8
Ahora que se tiene una mejor nocién acerca de la distancia entre dos puntos de un
segmento de recta, se definira el siguiente teorema.
TEOREMA 1.1: Si A, By C son tres puntos de una recta dirigida, entonces, la distancia
dirigida determinada por estos puntos satisface las siguientes ecuaciones:

1) AB+BC=AC
2)AC+CB=AB o o [ S
3) BA +AC=BC A B C

La figura 1.5 ilustra el teorema 1.1. Por ejemplo, el punto 1 del teorema se puede  Figura 1.5. llustracion del teorema 1.1.
entender a través de la figura anterior, ya que en ella observamos que la distancia del
punto A al punto C incluye al punto B. Es por ello que la suma de la distancia del punto A
al punto By de la distancia del punto B al punto C es equivalente a la distancia del punto
Aal punto C.

Sistema coordenado en el plano

Hasta el momento, hemos visto la distancia entre diferentes puntos en un segmento rec-
tilineo. La representacién de elementos geométricos bajo este esquema es muy limitada.
Por ejemplo, no podemos hacer un analisis de los puntos de una circunferencia.
En la recta podemos establecer un punto origen, denotado como O, el cual servird
para establecer las direcciones positiva y negativa en la recta. Asi, al lado derecho del pun-
to origen de la recta se encuentran los niUmeros positivos y al lado izquierdo los nimeros
negativos. Igualmente, a partir de este punto origen podemos establecer la medida de
distancia que se utilizara.
Para dibujar un plano se traza una recta horizontal y una recta vertical justo en el
origen como se muestra en la figura 1.6. La recta horizontal se llama eje x o eje de las
abscisas y la recta vertical se llama eje y o de las ordenadas. Al eje x y el eje y se les conoce
como eje de coordenadas, y el plano determinado por los ejes coordenados se 4y
llama plano coordenado. De cada eje coordenado se hace una escala numérica
real con una unidad de longitud adecuada, donde el origen sea el punto cero.
Finalmente, en la misma figura se observan los cuadrantes con los respectivos I I

signos de sus pares ordenados.
& P (~+) (+,4)

Distancia entre dos puntos &
En secciones anteriores hemos visto cdmo calcular la distancia de un punto A (=) (+-)

a un punto B en un segmento de recta; sin embargo, es importante conocer

como calcular la distancia entre dos puntos dados en un plano coordenado o 1] v
cartesiano.

Dos puntos en un plano coordenado pueden formar un segmento de recta
cuya posicion sea horizontal, vertical o inclinada dependiendo si el segmento
es paralelo al eje x, al eje y 0 a ningun eje.

La distancia entre dos puntos en un segmento de recta horizontal, paralelo al eje x, es
igual a la abscisa del segundo punto menos la abscisa del primer punto. La distancia sera
positiva o negativa dependiendo de si el segundo punto se encuentra a la derecha o a la
izquierda del primero. Lo mismo sucede cuando tenemos un segmento de recta vertical.

Figura 1.6. Plano.
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B(6, 4)
A(=2,4) o °

C-3,1)

I

Sin embargo, no siempre se conoce cual de los puntos estd a la derecha y cuadl a la
izquierda. En ese caso se puede utilizar la siguiente expresidn equivalente para una recta

horizontal:
|P1P2‘ :|X1 _Xz| =X X,

La férmula para la recta vertical es equivalente a la presentada para la recta horizontal.
En la figura 1.7 se pueden observar dos segmentos de recta. El segmento del punto
A al punto B representa un segmento horizontal, mientras que el segmento del punto C
al punto D representa un segmento vertical. Para calcular la distancia entre el punto Ay
el punto B simplemente tenemos que restar la abscisa del punto B menos la abscisa del
punto A, esto es, 6 — (—2), lo cual da como resultado B. Lo mismo sucede para calcular la
distancia del punto C al punto D excepto que la resta sera entre las ordenadas

de cada punto. El resultado de esta operacién es 5.

Para calcular la distancia entre dos puntos que pertenecen a un segmento
de recta que no es vertical ni horizontal, hacemos uso del famoso teorema de
Pitagoras, el cual establece que la suma de los cuadrados de los lados perpendi-
culares de un tridngulo rectdngulo es igual al cuadrado de la hipotenusa.

Considera los puntos P, (xy,y,) Y P,(x;,¥,), ilustrados en la figura 1.8, los cua-
les determinan un segmento de recta inclinado. Para poder calcular la distancia

!

D(-3,-4)

Figura 1.7. Ejemplo de distancia entre dos
puntos.

YA

Pi(x,y1) Rixay1)

(y2=y1)

P x entre estos puntos, es necesario trazar un segmento de recta que pase por P,y
sea paralelo al eje x, asi como un segmento de recta que pase por P, y sea para-
lelo al eje y. Estos dos segmentos se intersecan en el punto R, cuya abscisa es x,
y cuya ordenada es y,. Por tanto:

PR = x,-X, y RP, = y,-,
Por el teorema de Pitagoras:
2 2 2
o] (s~ + )

Pa(x2,2) Tomando en cuenta que ambos extremos de la igualdad estan eleva-

dos al cuadrado, entonces puede aplicarse la raiz cuadrada sin afectar la
igualdad. De acuerdo con lo anterior y considerando a la variable d como
la distancia entre los puntos P, y P.:

d=/(x,=x )V +(y,-y,]
N En resumen, para encontrar la distancia entre dos puntos, se suma el

Figura 1.8. Ejemplo de distancia entre dos
puntos.

L

P=L+L+L+L+L=5"1

Figura 1.9. Poligono de cinco lados y el
calculo de su perimetro.
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cuadrado de la diferencia de las abscisas con el cuadrado de las diferencias
de las ordenadas y se obtiene la raiz cuadrada.

Perimetro de poligonos

En geometria, un poligono es una figura bidimensional compuesta por una secuencia de
lineas consecutivas que forman una regidn en el plano. A cada una de estas lineas se le co-
noce como lados del poligono y los puntos en los que se une cada lado se llaman vértices.

Los vértices de un poligono forman un dngulo. Tomando en cuenta este angulo y el
tamafio de los lados de un poligono, podemos diferenciar dos tipos de poligonos:

e Poligono regular: es un poligono con todos los lados y dngulos iguales.

e Poligono irregular: poligono con los lados y dngulos desiguales.

El perimetro de un poligono regular se obtiene con la suma de sus n lados.
P=L+L+..+=nvecesl=nlL

Por ejemplo, el perimetro de la figura 1.9 se obtiene al hacer la suma de cada uno de
sus lados. Como en este caso, como se trata de un poligono regular, se puede simplificar
la suma con la multiplicacion.

Para aquellos poligonos irregulares, con dngulos y lados diferentes, como puede ser
un tridngulo, no se puede calcular el perimetro como el producto del tamafio de uno de
sus lados por el numero de lados. El perimetro para este tipo de poligonos se calcula su-
mando cada uno de sus lados.



Nombre Forma Perimetro
Triangulo equilatero
L
P=3-L
Triangulo isdsceles L P=2-L+b
b
Triangulo escaleno a 3 P=a+b+c
b

Figura 1.10. Perimetro de los tipos de triangulos.

La figura 1.10 ilustra algunos ejemplos del calculo del perimetro de poligonos irregu-
lares y regulares, en especifico de los tridngulos. En el caso particular del tridngulo escale-
no, el perimetro se obtiene sumando cada uno de sus lados, caso contrario al del tridngulo
equilatero donde podemos simplificar la suma con una multiplicacion.

Area de poli
rea ae poiigonos
En la seccion ar!?eriorgmos como calcular el perimetro de una figura poligonal. En esta
seccion nos concentraremos en el calculo del drea de estas mismas figuras geométricas.

El area de un poligono es el cdlculo de la regidn o superficie encerrada por un poli-
gono. Para realizar el cdlculo del area de un poligono se debe hacer uso de un elemento
adicional a los lados del mismo: la apotema. La apotema de un poligono regular es el
segmento perpendicular trazado desde el centro del poligono a uno de sus lados. En otras
palabras, la apotema es la mediatriz del lado correspondiente. Una caracteristica impor-
tante es que las apotemas de un poligono regular tienen el mismo tamaio.

En la figura 1.11 se puede apreciar un pentagono denotado por los vér-
tices A, B, C, Dy E. El centro del poligono esta denotado por X. Finalmente, el
segmento XF corresponde a la apotema.

Como se ha mencionado, el area de un poligono regular se calcula a par-
tir de su perimetro y su apotema. Sea P un poligono regular con N lados; su

area se calcula con la siguiente férmula: E
< apotema - perimetro
Area=2P P
2
El calculo del drea de un poligono irregular requiere de métodos alter- F

nativos. El método mas comun consiste en dividir el poligono en N tridangulos
(siendo N el nimero de lados del poligono) y, posteriormente, calcular el area
como suma de las areas de los triangulos. La figura 1.12 muestra un poligono
irregular. La formula general para calcular el drea de un poligono irregular es
la siguiente:

Glosario ‘

Mediatriz: recta perpendicular a
un segmento que se traza en su
punto medio.

A B

Figura 1.11. Apotema de un poligono.
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En la pagina Infoymate TIC C
conoceras mas férmulas de — h> '
areas y perimetros. T
http://www. h3
infoymate.es/mate/ h1
geomcuad/periarea/ A
periarea.htm
hs
D
Figura 1.12. Area E
de un poligono
irregular.
. A-h B-h C-h .
Area= L Z 4 3—i—...—i—N hN
2 2 2 2
Donde A, B, C, ..., N representan cada uno de los lados y h, representa la altura de los
triangulos.

n e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-
blecidos.
COMPETENCIAS

— e Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

VALORES

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus
ATRIBUTO pasos contribuye al alcance de un objetivo.

1. En pareja, pongan en practica lo que han aprendido. Para ello, en su cuaderno calculen el
area sombreada de las siguientes figuras y el perimetro de cada uno de los poligonos.

1) 3)

4 cm 3cm

5cm

2) 4)

2. Entreguen sus resultados al profesor.




Division de un segmento en una razon dada

En esta seccion se muestra cdmo hallar las coordenadas de un punto que divide un seg-
mento de recta en dos partes que tienen una relacidn especifica. Como primer aproxima-
cién se tiene la estimacion del punto medio en un segmento de recta.

Sean A(x,, y,) y B(x,, y,) los extremos de un segmento de recta, como Y 4

muestra la figura 1.13, y sean P(x, y) las coordenadas que dividen a este By beeeeeeeemeeee e

segmento de recta en una razon dada, r = AP: PB. De esta manera, tene-
mos que:

X X, Y1ty +_1 B
1+r Y= 1+r ’
En otras palabras, r representa la ubicacidn del punto que deseamos Pi(x3,y1)

encontrar. Por ejemplo, si r = 1 significa que deseamos encontrar las coor- B,
denadas para el punto medio del segmento de recta.

P(x2,y2)

»
»

Las tres rectas paralelas AA’, PP'y BB'interceptan segmentos propor- A
cionales sobre las dos rectas transversales AB y A'B'. Por tanto, podemos
escribir:
PP AA
r=—m—= == (1)
PP, 44,
Las coordenadas de las perpendiculares al eje X son A'(x,,0), B'(x,, 0) y P'(x, 0). En
consecuencia, al tomar en cuenta el teorema 1.1 tenemos:

AlA:x—x1 AAzzxz—x

Sustituyendo estos valores obtenemos:

r:X_X1
XZ_X
Donde:
X, +rx
x= —2= r -1
1+7r

Por un procedimiento semejante podemos encontrar el valor de las ordenadas:

Donde:

_ Y1 +71Y;

* -1
1+r "

Finalmente, si el punto de division P es externo al segmento de recta, la razon r es
negativa. Para lo anterior, considera el siguiente ejemplo: P, (-4, 2) y P,(4, 6) son los puntos
extremos del segmento de recta P, P,. Hallar las coordenadas del punto P(x, y) que divide a

A

A,

X

Figura 1.13. Célculo de un punto dentro
de un segmento de recta.

4,6)

(x, y)

este segmento con r = 3. Como ya hemos visto, si la razdn r es negativa entonces Ay
el punto de divisidn P es externo al segmento de recta. Si aplicamos directamen-
te las ecuaciones (1) y (2) obtenemos:
X trx,  -A+(-3)4 _3
1+r 1+(-3)
+ 1) 24 (-3)6
y:—y1 y2:7+( ) =8 /
14+r  1+(-3)
P(=4,2)

De esta forma sabemos que el punto P tiene las coordenadas (8, 8), lo que
se muestra en la figura 1.14.

Figura 1.14. Punto fuera del segmento

de recta.

29



Actividad de desarrollo Laboriosidad
V%S

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los

objetivos que persigue.
e Disciplinar: 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedi-
COMEETERCIAS mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensién y andlisis de

situaciones reales, hipotéticas o formales.

e Elige alternativas y cursos de accion con base en criterios sustentados y en el marco de un

ATRIBUTO proyecto de vida.

1. De manera individual, practica lo que has aprendido en este apartado. Para ello, copia en
tu cuaderno el siguiente cuadro que contiene los conceptos basicos de geometria y com-

plétalo.
Concepto Figura

Geometria J

Definicion

Representan una ciudad o parte de
ella, como también puede referirse
Plano o N

a un edificio, una urbanizacién, un
conjunto residencial.

Plano cartesiano

Se define como la distancia mas corta
‘% entre dos puntos del plano.

Punto
Figura plana compuesta por una
. secuencia finita de segmentos rectos
Poligono . . g
consecutivos que cierran una region

en el plano.

2. Entrega tu cuadro al profesor.
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Punto medio

En la seccion anterior vimos cdmo calcular las coordenadas para un punto arbitrario consi-
derando los puntos correspondientes a un segmento de recta dado. El siguiente corolario
considera el hecho de que el punto P sea el punto medio en un segmento de recta.

COROLARIO. Las coordenadas del punto medio de un segmento dirigido cuyos pun-
tos extremos son (x,, ¥,) y (x,, y,) son:

Ejemplo:

7X1+X2 7y1+y2
=75 Y= (3)

Dados los puntos P, (2, 4) y P,(0, 4) encontrar las coordenadas del punto medio P del seg-
mento que los une. Para resolver este problema, basta con sustituir los valores correspon-
dientes en las ecuaciones (3), tal como se muestra a continuacion:

L NatX 240

1
2 2
2 2

De esta forma, el punto medio P estd en las coordenadas (1, 4).

Actividad de cierre

COMPETENCIAS
—

ATRIBUTO

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
e Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus
pasos contribuye al alcance de un objetivo.

1. En pareja, pongan en practica lo aprendido. Para ello, hagan lo siguiente:

Responsabilidad

VALORES

1) Grafiguen y demuestren que los puntos P1(3,3),P2(—3,—3)yg(—3\/§,3x/§) son vértices de un triAngulo equilatero.
Para demostrar lo anterior, consideren las propiedades antes mencionadas de un tridngulo equilatero.

2) Calculen el perimetro y el area de un octagono regular que mide 6.5 cm de lado por 3.5 de apotema.

3) Calculen y grafiquen la siguiente funcion:

x> +1

= x+1

Consideren a x=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

4) Del ejercicio anterior determinen cual es su dominio y cual es su rango.

2. Comparen sus respuestas con otra pareja y entreguen sus resultados al profesor.

— ABANDONO

<
“El Unico lugar donde el éxito viene
antes del trabajo es en el diccionario”.
Vinde Lombardi
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[g Recapitulacion

Preevaluacion

Recapitula lo que aprendiste en la primera parte del “Resultado de aprendizaje 1.1” y prepdrate para realizar la activi-
dad de evaluacién 1.1.1.

1. Completa los siguientes mapas conceptuales.

Representacion grafica de lugares geométricos

( Empleo de relaciones y funciones J

|
[ [ |

Variables dependientes e . .
. R Funciones Relaciones
independientes
J J J
[ [ [
Se definen como Se definen como Se definen como
| | |
s s e
J J J

Identificacion de los fundamentos

de la geometria analitica

( Empleo de relaciones y funciones J

|

[

[

[

[

Seguimiento dirigido

Distancia entre
dos puntos

Perimetro de
poligonos

Area de poligonos

Divisén de un
segmento en una
razén dada

Punto medio

|

Se definen como

I

|

Se definen como

I

|

Se definen como

I

|

Se definen como

I

|

Se definen como

I

|

Se definen como

I
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Realiza tu evaluacién parcial.

Recapitulacion (&

Preevaluacién

1. Analiza cada una de las columnas y une con una linea los términos de la columna izquierda con los de la columna dere-
cha segun corresponda.

@

O O O O O O O

O

Una relacion es

Una funcion es

Una variable es

Las ultimas palabras del alfabeto representan

Las primeras letras del alfabeto representan

Segmento dirigido

Dominio

Rango

Distancia entre dos puntos

2. Completa la siguiente tabla de férmulas.

. Variables

. Conjunto de valores

independientes que una relacién
puede tener.

. Constantes

. La relacion entre dos conjuntos

que asigna a cada elemento del
primero un elemento del segundo
0 ninguno.

. Un elemento que cambia de valor

en un determinado momento.

. El resultado de comparar dos

cantidades expresadas en nimeros.

. Conjunto de valores dependientes

gue una relacion puede producir.

. Es unarecta en la que una de

sus direcciones se escoge como
positiva y la direccién opuesta
como negativa.

. Forman un segmento de recta cuya

posicién puede ser horizontal,
vertical o inclinada.

Nombre Perimetro
Triangulo equilatero
P=2-1+b
Triangulo escaleno
P=5-

Valor: 5 puntos
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Actividad de evaluacion 1.1.1 dedicacién

e Genérica: 7. Aprende por iniciativa e interés propio a lo largo de la vida.
e Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos

COMPETENCIAS y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.
EVALUACION
e |dentifica las actividades que le resultan de menor y mayor interés y dificultad, reconociendo y
ATRIBUTO controlando sus reacciones frente a retos y obstaculos. ® :
RIBU RUBRICA

. De manera individual, construye lugares geométricos poligonales en un sistema cartesia- {Q
no, obteniendo la longitud de sus lados, medicion de sus angulos y la superficie delimi- TIC
tada. Para ello, realiza lo siguiente:

. Localiza puntos y realiza uniones para demostrar si forman un espacio geométrico, em-
pleando los cuatro cuadrantes del plano cartesiano.

1) Localiza 5 puntos en el plano cartesiano e indica el cuadrante en el que se encuentran.
a) P,(3,2)
b) P,-3,2)
c) P,(-3,-2)
d) P,(3,-2)
e) P,0,0)

2) Une los siguientes puntos: P,(4,7), P,(-1,3) y P,(-6,-1). Demuestra que los puntos per-
tenecen a una linea recta.

3) El piso del salén representa un plano cartesiano, si la esquina de la puerta del salén
es el punto (0,0) y el eje x, y, son las orillas de las paredes que interceptan la esquina
¢en qué punto del salon esta sentado un alumno en particular?, ja qué distancia se
encuentra separado del escritorio? Utiliza unidades en metros. Representa tus resul-
tados graficamente.

4) Determina si los siguientes puntos forman o no un paralelogramo. Grafica el resultado.
© P1(_9I_2)I P2(21_2)I P3(5I5)I P4(_615)

5) Localiza en el plano cartesiano tres puntos arbitrarios que formen los vértices de un
triangulo isdsceles. Grafica el resultado.

6) Describe el procedimiento que seguiste para resolver cada uno de los ejercicios
anteriores.

. Calcula la distancia entre dos puntos localizados dentro del plano cartesiano, determinan-
do perimetros y tipos de poligonos formados por varios pares coordenados.

1) Localiza los siguientes pares de puntos:

2) Calcula el perimetro de dos triangulos que te indique tu profesor dados sus vértices
(A, By C).

3) Traza los 2 tridangulos anteriores con los vértices y encuentra las longitudes de sus



lados.

Calcula el angulo interior en los dos triangulos.
Calcula el area de los dos tridngulos.

Calcula el area de tu salon.

Plantea y resuelve un problema de la vida cotidiana en donde apliques este tipo de
proceso.

. Calcula angulos interiores, considerando el mapa, plano o croquis, aplicando la férmula
de pendientes.

1) Escribe en la forma simétrica y pendiente ordenada al origen la ecuacion de la recta
4dx+ 3y +18=0.

2) Dada la ecuacion 6x + 12y + 24 = 0, encuentra la recta paralela que pasa por el punto
(0,6).

3) Transforma la ecuacién de la recta 3x + 4y — 15 = 0 de la forma general a la forma
normal.

4) Verifica que el triangulo formado por los puntos A(4,-4), B(4,4), C(0,0), es triangulo
rectangulo y encuentra los angulos interiores.

5) Dados los siguientes tres puntos en el plano cartesiano: P, = (4,1), P, = (-4,1) y
P, =(0,5), calcula lo siguiente:

e Une los tres pares ordenados.
a) Perimetro.
b) Area.
c) Los angulos interiores.

6) Tres bancas situadas en un parque forman un tridngulo, con coordenadas (0,0),(3,5) y
(4,2). ;En qué punto del plano cartesiano debe colocarse una lampara para que ilumi-
ne de igual magnitud a las tres bancas?

7) Realiza la medicién de los angulos del tridngulo anterior utilizando transportador, y
comprueba tus resultados.

8) Obtén la pendiente de las escaleras de tu plantel, aplicando definicién de pendiente,
calcule el angulo de inclinacion.

. Pasa en limpio el trabajo realizado en los puntos 2, 3 y 4 de esta actividad, no olvides in-
cluir su respectivo titulo. Incluye los procedimientos y métodos aplicados, junto con los
resultados que obtuviste paso por paso. Realiza una portada en Word para tu trabajo con
el nombre del modulo, tus datos y los de tu profesor, fecha, nimero de evaluacion, junto
con los datos de la serie de ejercicios.

. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 1.1.1, de tu “Autoeva-
luacion 1.1.1” que se encuentra al final de esta unidad en la seccion “Instrumentos de
evaluacion” Revisa si cumples con todos los indicadores de evaluacién e identifica la ca-
lificacion que estas en oportunidad de obtener. De ser necesario, mejora tu trabajo antes
de presentarlo.

7. Entrega tus resultados al profesor.
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1.2 Construccion de la ecuacion de la
recta y su representacion grafica a partir
de los elementos que la integran

En la primera seccion de esta unidad nos hemos concentrado en los puntos sobre el plano
coordenado o cartesiano. Igualmente, se abordaron los temas del perimetro, el area de
poligonos y de la distancia entre dos puntos en una recta y en el plano coordenado. Todos
estos temas son de importante valor para esta seccion, donde veremos mas a fondo su

aplicacion.
Dedicacion @
VALORES
J——

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.
compeTencias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos g
v y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales. @

Actividad de inicio

¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.
ATRIBUTO

1. De manera individual, copia el siguiente cuadro en tu cuaderno y complétalo. Investiga
en libros o en paginas de internet de ser necesario.

Tipo de linea Grafica Objeto real

yA

Linea recta

horizontal
>y | i I |
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orr ke

Tipo de linea Grafica Objeto real

yA

Linea recta
vertical

Linea recta con
pendiente a la
derecha

Linea recta con
pendiente a la
izquierda

2. Compara tu cuadro con otro companero de grupo.

Analisis de la pendiente de una recta

Al hablar de lineas rectas, con frecuencia se hace uso del concepto de pendiente. La pen-
diente es un valor que mide la inclinacion de una recta, como una elevacion o depresion
de uno de sus extremos respecto de la horizontal imaginaria que pasa por su otro extremo.
De esta manera, el concepto de pendiente queda vinculado al de linea recta al decir que
una linea recta estd “poco elevada”, “muy empinada” o “més o menos caida”. En geome-
tria analitica, la pendiente es una razén o proporcion entre su elevacion (también llamada
crecimiento) y su desplazamiento horizontal (conocido también como recorrido) medido
de izquierda a derecha. Sin embargo, para comprender en profundidad el concepto de
pendiente se requiere primero el de linea recta, que es el objetivo de la presente seccidn.

Actividad de desarrollo

Laboriosidad

VALORES

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los

objetivos que persigue.

comPeTeNcias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
o

y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.
ATRIBUTO

i
TIC

1. En pareja, sigan las instrucciones y dibujen lo que se pide; de ser necesario consulten

fuentes confiables como libros o internet.

e Dibujar una linea recta que toque el eje de las abscisas y las ordenadas pero no el ori-

gen del plano.

e Dibujar la funcion y=2x, con x=0, 1, 2, 3, 4, 5.
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¢ De la grafica anterior localizar los puntos A (1, 2) y B (4, 8). Después, con otro color,
dibujar una linea que vaya del punto A (1, 2) al punto C (4, 2) y otra que vaya del punto

C (4, 2) al punto B (4, 8).

¢ Dibujar cuatro rectas, de tal manera que no se crucen en ningun punto.

¢ Dibujar cuatro rectas, de tal manera que sélo se crucen en un punto.

2. Relacionen los dibujos que hicieron con las siguientes definiciones.

e Una recta es la representacion grafica de una funcion de primer grado.

La diferencia entre y, y y, es el cambio en y o crecimiento de la recta.

La diferencia entere x, y x, es el cambio en x o el recorrido de la recta.

¢ Dos rectas son perpendiculares si tienen un punto en comun.

¢ Dos o mas rectas en el mismo plano son paralelas si nunca se intersecan.

3. Entreguen sus resultados al profesor.

ROl

RI
SIDA
DES \

V4

El signo o término A indica
una diferencia. Por ejemplo,
Ay indica la diferencia de las
ordenadas de dos puntos. El
uso de este signo requiere
saber sobre qué términos
se esta hablando.

(X2,y2)

Recorrido

Definicion
Una tarea importante cuando se estudia por primera vez algin tema es definir el o los
conceptos principales. Con esto en mente, definamos el concepto de recta.

Una recta es la representacion grafica de una funcidén de primer grado.

La definicidon anterior nos indica que una recta es toda funcién que contenga variables
elevadas Unicamente a la potencia 1.

Otro término que nos interesa, adicional al de la recta, es el de pendiente. La pen-
diente describe el nivel de inclinacidn que tiene una recta. En otras palabras, la pendiente
es la inclinacidn de la recta con respecto al eje de las abscisas, también conocido como
eje x.

Una vez definidos los conceptos de recta y pendiente podemos explorar mas a fondo
estos conceptos. La ecuacion de la recta se representa a través de la siguiente ecuacion:

y=mx+b

Donde:

® b es el coeficiente de posicion. Este valor corresponde al punto de corte con el eje
de las ordenadas o eje y.

e mindica la pendiente de |a recta. Define el grado de inclinacion de la recta.

llustraremos lo anterior a través del siguiente ejemplo: la ecuacién y = 8x + 56 tiene
una pendiente de valor 8 y un coeficiente de posicién de 56. Con esta informacion pode-
mos saber que la recta interceptara al eje y, o eje de las ordenadas, en el punto (0,56).
En el ejemplo anterior sélo tenemos determinado un punto; sin embargo, cuando se
tienen dos puntos cualesquiera, como (x;,¥,) Y (x;,¥,), la pendiente queda determinada
por el cociente entre la diferencia de las ordenadas y la diferencia de las abscisas. En otras
palabras:
Y _ VY,
Ax X, —x,
Se acostumbra decir que y, — y, es el cambio en y o crecimiento de la rec-
ta; por su parte, x, — x, es el cambio en x o el recorrido de la recta. Por tanto, |a
pendiente de una recta se puede escribir de la siguiente forma:

Crecimiento e crecimiento

recorrido
La figura 1.15 ilustra los conceptos de crecimiento y recorrido en la pen-
diente de una recta. En dicha figura tenemos dos puntos, (x,,y,) y (x,,y,) con
los cuales denotamos un segmento de recta con una pendiente especifica. Sin

Figu
38

ra 1.15. Crecimiento y recorrido.

x VY

embargo, a partir de cualesquiera dos puntos de dicha recta se puede determi-
nar la misma pendiente.



En la figura 1.16 se ilustran las graficas de rectas con pendiente positiva, negativa,
cero e indefinida. Cuando la pendiente es positiva (m > 0), la recta se eleva conforme x
aumenta. Cuando la pendiente es negativa (m < 0), la recta desciende a medida que
xaumenta. Cuandoy, =y, la pendiente es cero. Si P, y P, son puntos de una recta vertical,
entonces x, = x, y, en consecuencia, el recorrido es cero. En este caso, la pendiente de la
recta es indefinida o la recta no tiene pendiente.

llustremos lo antes visto con un ejemplo: determinar la pendiente de la recta que
pasa por los puntos (—2,6) y (3—4). Para dar solucién a este problema vamos a utilizar la
formula de la pendiente cuando tenemos dos puntos cualesquiera; por lo tanto:

y . YA /
B_g_c_qtndo >0
:Crecimiento : Crecimiento . B ido =
: >0 : >0 Crecimiento =0 Recorrido =0
> : » > >
/—- ----- | X ‘ \ X % | X

Recorrido >0

a)m>0 b)ym<0 cym=0 d) m indefinida
m:yz_ylz -6 :ﬁz
x,=x,  3-(=2) 5

Asi, sabemos que la pendiente de la recta que pasa por los puntos(—2,6) y (3—4) tiene
un valor de 2.

Otra manera de analizar la pendiente de una recta es a través del angulo que forma
con respecto al eje x o de las abscisas. De esta manera, la pendiente se puede definir tam-
bién como el angulo menor que, mayor que o igual a cero grados, que forma la recta con
la direccion positiva del eje x. De acuerdo con lo anterior, la inclinacion 6 de una recta es:

0° <6 < 180°

En la figura 1.17, la inclinacidn de la recta / se indica mediante flechas curvas. MX es el
lado inicial y ML es el lado terminal del dngulo.

YA YA

9)

M

%6)

<Y
<Yy

Figura 1.17. Pendiente de una recta.

Tomando en cuenta lo anterior es posible demostrar que la pendiente de una recta es
la tangente del angulo de inclinacién.

Si se conoce la inclinacidon de una recta, la pendiente se puede calcular usando una
tabla de funciones trigonométricas. Reciprocamente, si se conoce la pendiente de una recta
se puede determinar su inclinacion.

De esta forma, la pendiente de una recta que pasa por los puntos P, (x,, y,) Y P, (x,, ¥,)
se puede calcular con la siguiente ecuacidn:

m:tant9:M
X, —X

Como se puede observar, el calculo de la pendiente es idéntico al antes visto pero

ahora considera el dngulo que forma con respecto al eje de las abscisas o eje x.

Para conocer una divertida
historia sobre una linea
recta que se enamora
de un punto, ve el
video “The dot and

the line: a romance in
lower mathematics”
(El punto y la linea: un
romance matema-
ticas basicas) que se encuentra en el
siguiente enlace.

https://www.youtube.com/
watch?v=7658p0IcX_Q

Figura 1.16. a)-c) Rectas con pendiente;
d) recta sin pendiente.
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Actividad de desarrollo Laboriosidad

VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
compeTencias. | @ Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
Al

N

e

e Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras personas de manera reflexiva.
ATRIBUTO

1. En equipo de cinco integrantes, pongan en practica lo aprendido. Para ello, resuelvan el
siguiente conjunto de ejercicios.

1) Hallar la ecuacién de la recta de la siguiente figura.

2) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (-2, -5) y tiene un angulo de 45°,
como se muestra en la siguiente figura.

3) Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (-1, 5) y tiene como pendiente
m=-2.

4) ;Donde quedan situados los puntos que tienen la abscisa igual a la ordenada? Da tu
respuesta y dibuja en tu cuaderno la grafica resultante.

5) Tres vértices de un rectangulo son A (-5, 2), B (5, 2) y C (-5, 6). ;Cuales son las coor-
denadas del cuarto vértice, y cual es su perimetro y su area? Dibuja en tu cuaderno el
rectangulo, con los vértices correspondientes, en un plano cartesiano.

2. Comparen sus respuestas con otro equipo y corrijanlas de ser necesario.
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YA

Angulo entre rectas

Cuando dos rectas se intersecan, éstas forman dos pares de angulos iguales. Y
Sin embargo, el angulo de un par es el suplemento del angulo del otro par. En ¢
la figura 1.18 se observa cémo el dngulo exterior de un triangulo es igual a la
suma de los dngulos no adyacentes a éste.
De la figura 1.18 se advierte que: 0, 6, _
70 / o
$+0,=0,0 ¢=0,-0,
ma —m
Sim,=tanf,y m, =tan6,, se tiene que: tan ¢ = m
tan<1>:M
1+mm, Figura 1.18. Calculo del angulo exterior
El angulo exterior ¢ de la figura 1.18 es suplementario al angulo 6, deuntridngulo.
entonces:
tanW:—tan':P:M
1+mm,

TEOREMA 1.2: Si ¢ es un angulo entre dos rectas, medido en direccidn contraria a las
manecillas del reloj, entonces
m —m
tan¥ =—tanp=—1—2-
1+mm,

A m, se le llama la pendiente del lado terminal y m, es la pendiente del lado inicial.

Actividad de desarrollo

Dedicacion

VALORES

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos

establecidos.

e Disciplinar: 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedi-

MPETENCIA ) e . - o -
COMEETENCIAS mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprension y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo coémo cada uno de sus
pasos contribuye al alcance de un objetivo.

ATRIBUTO

1. De forma individual, practica lo que has aprendido hasta el momento. Para ello, resuelve

los siguientes ejercicios.

1) Dadas las rectas j: 3x+ y—1=0y k 2x+ my -8 =0, determina m para que formen un

angulo de 45°.

2) Halla la medida del angulo 6, el cual se encuentra formado por dos rectas cuyas pen-

. 6 16 .. .
dientes son E Yy ? , como se muestra en la siguiente imagen.

y L
(ms - 16)
5
6
L - >y
(m, )
11

3) Calcula el angulo agudo formado por dos rectas cuyas pendientes son -2 y 3.

2. Entrega tus resultados al profesor.
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Triangulo
Un triéng%o es un poligono compuesto por tres angulos interiores, cuya suma es siempre
igual a 180°.
Triangulos se clasifican segln sus angulos en:
e Tridangulos acutangulos son los que tienen sus tres angulos agudos (menor a 90°).
e Tridangulos rectangulos son los que tienen un angulo recto (igual a 90°).
e Tridangulos obtusangulos son los que tienen un angulo obtuso (mayor a 90°).

Otra clasificacion de los tridangulos con respecto a la medida de sus lados es:
e Triangulos equilateros son los que tienen sus tres lados iguales entre si.
e Tridngulos isdsceles son los que tienen al menos dos lados iguales entre si.
e Triangulos escalenos son los que no tienen lados iguales entre si.

Rectas notables

Para comenzar el andlisis de los elementos de las rectas notables
analizaremos la figura 1.19.

Las lineas discontinuas de la figura corresponden a las medianas
del tridngulo y por definicion, son aquellas que pasan por un vértice
y el punto medio del lado opuesto a ese vértice.

Como se puede observar, un triangulo posee tres medianas, las
cuales se cortan en un punto medio llamado baricentro (en la figura
denotado por G).

Las coordenadas del baricentro se calculan mediante las coor-
denadas de cada vértice. Asi, por ejemplo, si las coordenadas de los

A

Figura 1.19. Medianas del tridngulo.

NO'

ABANDONO

“Puede que debas pelear una batalla
mas de una vez para ganarla”.

Margaret Thatcher
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y  Vértices de un tridngulo cualquiera son Ala, a,), B(b, b,) y Clc, c,),
las coordenadas de G son:
G: al+b1+cl aZ+b2+C2
2 2

Ejemplo:

Las coordenadas que representan a cada una de las casas de tres alumnos son: A(1, 0),
B(5, 3) y C(3, 6), respectivamente. Se quiere encontrar un lugar comun para todos que
corresponda al centro de gravedad G del triangulo formado por A, By C.

e ¢iCuales son las coordenadas de G?

e Determina las ecuaciones de las medianas del triangulo ABC.

Antes de comenzar es recomendable trazar el grafico, el cual ayudard en la solucién. En
este caso, el grafico se presenta al final de la solucion a través de la figura 1.20.
e Aplicamos la férmula para el célculo de las coordenadas del baricentro y obtene-
mos lo siguiente:
1+5+3 0+3+6
3
e Las ecuaciones de las medianas pueden calcularse ahora para cada vértice median-
te la forma dos puntos de la ecuacién de la recta (punto G y el vértice) como:
— Mediana M, (pasa por G(3, 3) y el vértice C(3, 6)).
En este caso, como x, = x, = 3, la forma dos puntos no pude usarse y la recta que
corresponde a la mediana tiene la forma x = 3
M:x—3=0  Paralela al eje y
— Mediana M, (pasa por G(3, 3) y el vértice A = (1, 0)).
Aplicando la forma dos puntos, tenenr;os(;
(y—3)7;(x—3)

G:

=(3,3)

(y—3):§(x—3)

2y—6=3x-9
M, :3x-2y-3=0



— Mediana M, (pasa por G(3, 3) y el vértice B(5, 3)).
Aplicando la forma de dos puntos obtenemos:

3-3
-3)=="(x-3
(y-3) 3—5(X )
-3=30c-3)
M,:y—3=0 Paralelaal eje x

y A M32y—3=0

C\ M,:3x-2y-3=0

=0
A Figura 1.20. Célculo
)X de las medianas del
triangulo.
Al igual que como sucede con la mediana,
todo tridngulo cuenta con tres alturas. La altura  y A Hs H,
de un tridngulo nos permite, entre otras cosas, C

calcular su area. La altura de triangulo se obtie- .
ne trazando rectas perpendiculares desde cada
vértice a su lado opuesto. Como se muestra en
la figura 1.21, donde las alturas se encuentran
representadas como: H, H, y H..

Las alturas de un tridangulo se cortan en un

punto llamado ortocentro del triangulo (punto A

Figura 1.21. Alturas del triangulo.

H en la figura)

Ejemplo:
Considera un triangulo cuyos vértices son: A(1, 2), B(3—1) y C(5, 4)
e ¢Cudl son las coordenadas del ortocentro?
e ¢Cudl es la altura del triangulo?
Primero se dibuja el triangulo en un plano cartesiano, como se muestra
en la figura 1.22.
Las ecuaciones de las alturas estan dadas por las rectas perpendiculares
a cada lado que pasa por el vértice opuesto; asi, al hallar las pendientes de
cada lado, indirectamente, estaremos determinando las pendientes de las
ecuaciones de las alturas. Con las coordenadas de cada vértice y usando la
forma punto-pendiente, obtendremos las ecuaciones buscadas.

Pendiente AB= ﬂ = 23
1-3 2
Pendiente BC = -1-4 = 2
3-5 2
Pendiente CA= 4-2 = 1
5-1 2
Luego, por la condicién de perpendicularidad, tenemos que:
-1 2
PendienteH =———=—
Pendiente AB 3
Pendiente H, = =t = 22
Pendiente BC 5
=il

Pendiente H=———"=
Pendiente CA

y A

A\

Figura 1.22. Calculo de alturas del tridngulo.
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Mediante la férmula punto pendiente determinamos las ecuaciones de las alturas como:

Ecuacién H.: (y—4):§(x—5)

3y—12=2x-10
2x-3y+2=0
., 2
Ecuacion H,: (y—2):—g(x—1)

5y—10=—-2x+2
2x+5y-12=0
Ecuacion H.: (y—(-1))=-2(x-3)
y+1=-2x+6
2x+y-5=0
Las coordenadas del ortocentro se determinan resolviendo el sistema de cualesquie-
ra dos de las ecuaciones de las alturas, al ser el ortocentro el punto de interseccién de las
tres rectas. Si, por ejemplo tomamos H.,y H, tenemos:
H: 2x-3y+2=0
H,:2x+5y—-12=0
-8y +14=0 restaH, —H,

y=—

a4
7 . 7
2x-3 2 +2=0 Sustituyendo y=,en H,
2x—1—3:0
4
13
X=—

8
13 7
Las coordenadas de H son (g,;). Puedes comprobar tus resultados en H..

Para determinar la altura del tridngulo, es necesario aplicar los conocimientos que
tienes de drea. Sabes que:

1 x vy 11 2
A= x y|=iofp 3 g 12IHI026AHS 10 g
2 2 2 2
1 )(3 y3 15 4
También se sabe que:
1
A==bh
2
Por lo tanto
h:E:@:E unidades
b b b

A continuacién, como cada lado del tridngulo corresponde a un valor de la base b,

hallamos para cada uno de los valores de h (altura). Por la férmula de distancia entre dos
puntos, tenemos que:

b, = dAB=/(1-3) +(2— (1)) = (-2 +3* =449 =111 unidades
b, =dAB=1/(35) + (-1~ 4F =/(-2F + (-5 =4+ 25 =29 unidades
b,= dA_B:\/(S—l)Z +(4-2) :\/42 +22 = \/16+4 = \/E unidades
Luego, calculamos cada una de las alturas:
h, :iz 16\/5 ~ 4.82 unidades
i u
p 16 _16v29
NIRRT
h,= i: 16\/5 ~3.57 unidades
Yo

Para efectos de geometria elemental, la altura h del tridangulo es aproximadamente
de 2.97 unidades.

~2.97 unidades




Mediatriz Mediatriz

La mediatriz de un segmento AB es la perpendicular al segmento que
pasa por el punto medio. Geométricamente, todos los puntos de la me-
diatriz equidistante de los extremos del segmento, como se observa en
la figura 1.23.

En un tridangulo las mediatrices pasan perpendicularmente por el
punto medio de cada uno de sus lados y se cortan en un punto llamado
circuncentro, como se puede observar en la figura 1.24, donde las me-
diatrices se encuentran representadas por lineas discontinuas.

El circuncentro, como se aprecia, corresponde al centro de la cir- 2
cunferencia circunscrita (exterior o que contiene) al triangulo equidis-
tante de cada uno de los vértices del mismo.

Se deben considerar los siguientes casos: si el tridngulo es un obtusangulo el circun-
centro se encuentra fuera del tridngulo. Si por el contrario, el tridngulo es un tridngulo
rectangulo, el circuncentro se encuentra en el lado contrario al vértice donde se forma el
angulo recto, es decir, en la hipotenusa.

Punto medio A+B

Figura 1.23. Mediatriz del triangulo.

Ejemplo:

Determina la ecuacion de las mediatrices y el circuncentro del triangulo formado por los

vértices A(-2, 1), B(4,7)y C(6, -3). A4
Primero trazamos el tridngulo en un plano cartesiano como se muestra en la figu-

ra1.25.

Figura 1.24. Circuncentro del triangulo

» . Figura 1.25. Calculo
de las mediatrices
del triangulo.

C

Las pendientes de cada mediatriz se determinan mediante las pendientes de cada
lado, ya que ambas son perpendiculares entre si, de la siguiente manera:

e L 1

A 2-6 8 2

m 37710 ¢
¢ 6-4 2
_7-1 E_
o 4-(-2) 6
Luego, las pendientes de las mediatrices son:
-1 =il
[‘n1 =DS—=—=
m,. (-1/2)
-1 -1 1
")’)2 == —
m, (-5 5
-1 -1
fn3 == —1
m 1

BA

Por otra parte, sabemos que las mediatrices pasan por el punto medio de los lados
que tiene como coordenadas:

Puntomedio AC: #,? =(2,1)
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El simbolo 11 indica parale-
lismo entre dos rectas, asi
que AiB indica que la recta
A es paralela a la recta B.
Por otro lado, en geometria
el simbolo L indica que dos
rectas son perpendiculares
entre si.

Puntomedio CB: m,ﬁ

2

4-2 7+1
Puntomedio BA: T'% =(1,4)

=(5,2)

Ahora, mediante la forma punto-pendiente se pueden escribir las ecuaciones de las
mediatrices como:

Mediatriz 1: (y —(-1)) =2(x - 2)
y+1=2x-4

2x—y—-5=0

Mediatriz 2: (y—2)= %(X—S)

5y-10=x-5
Xx=5y+5=0
Mediatriz 3: (y —4)=-1(x—1)
y—4=—x+1
x+y-5=0
Las coordenadas del circuncentro se encuentran resolviendo el sistema de cuales-
quiera dos ecuaciones de las mediatrices. En este caso consideremos la de la mediatriz 1
y la mediatriz 3:
2x—y—-5=0
X+y-5=0
3x—-10=0
(10
3

. 10 ., A
Sustituyendo x:? en la ecuacién de mediatriz 3
10
—+y-5=0
3

D
y-==0
3

y==
3

Puedes comprobar los resultados en la ecuacién de la mediatriz numero 2. Por lo

. 10 5
tanto, las coordenadas del circuncentro son 373)

Paralelismo y perpendicularidad

Dos rectas son paralelas cuando sus pendientes son iguales y sus coeficientes de posicidn
distintos, esto es, si tenemos que:
Liy=mx+b yL:y=mx+b,
Lol siysélosim =m,
Por ejemplo, las rectas y = 6x+ 11; y = 6x— 8 son paralelas. Lo expuesto anteriormente
da pie al siguiente teorema sobre paralelismo entre rectas.

TEOREMA 1.3: Dos rectas no verticales son paralelas si, y sélo si, sus pendientes son iguales.
Una forma de saber si dos rectas son perpendiculares es si una de las rectas es para-
lela al eje x y la otra al eje y. La pendiente paralela al eje x es cero, pero la recta paralela
al eje y no tiene pendiente. Si las rectas no coinciden con los ejes coordenados basta con
calcular el producto de sus pendientes y obtener un resultado igual a —1; esto es, si tene-
mos que:
Lry=mx+b 'y L =mx+b,

L, L L siysélosim «m, =-1.Porejemplo,sil:y=—4x+12yylL, :y= %x—za, entonces

. 1
L, 1L, debidoaque —4 - Z:_l



Actividad de desarrollo

Disciplina

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los

objetivos que persigue.

e Disciplinar: 4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMEETENTIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de
la informacidon y la comunicacion.
¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.
ATRIBUTO

1. De manera individual, realiza los siguientes ejercicios.

1) Hallar la ecuacién de la recta paralela a larecta r= x+ 3y-5=0, y que ademads pasa

por el punto A(4, 5).

2) Hallar la ecuacion de la recta s que es perpendiculara r= x+ 2y + 3 =0y que pasa por

el punto A(3, 5).

3) Calcular la ecuacion de la recta paralela a la recta r=5x+ 8y — 12 =0, y que ademas

dista seis unidades del origen.

4) Calcular la distancia entre las siguientes rectas paralelas, r= x + 2y + 4 =0 y

s=2x+4y-5=0.

5) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a la recta r=5x — 7y + 12 = 0 y que dista

cuatro unidades del origen.

2. Compara tus resultados con un companero, corrigelos de ser necesario y entrega tus

respuestas a tu profesor.

Familia de rectas

Las ecuaciones de la recta se pueden expresar de la siguiente forma:
y

X
= —+==
y=mx+b o o h

Las constantes de la primera ecuacion son m y b. Estas constantes son importantes
porque, una vez que se les asigne un determinado valor, la recta quedara completamente
definida. A estas constantes se les conoce como parametros. De manera analoga, los pa-
rdmetros para la segunda ecuaciéon sonay b.

Una ecuacidn lineal con un pardmetro representa diferentes rectas, todas con una
propiedad particular. Por ejemplo, la ecuacidn y = 3x + b representa una recta con pen-
diente igual a 3 y ordenada al origen igual a b. Generalmente, b es un parametro que
puede tomar cualquier valor real. Como ya hemos visto, dado que la pendiente es la mis-
ma para cualquier valor de b, la ecuacién representa un conjunto de rectas paralelas. De
esta manera, la cantidad total de rectas asi determinadas se denominan familia de rectas.
De hecho, por cada punto del plano coordenado pasa una recta de la familia. Veamos un
ejemplo considerando la siguiente ecuacion:

2x—-3y =k

La ecuacidn 2x—3y = k representa la familia de rectas con pendiente de % El resultado
anterior se obtiene al despejar y. Por tanto, al variar k se representa una familia de rectas
paralelas, tal como se propuso.

Veamos otro ejemplo analizando la familia de rectas representadas por la siguiente
ecuacion:

y—2=m(x—4)

Esta es la ecuacion de una familia de rectas que pasan por el punto (4, 2). La familia
esta formada por todas las rectas que pasan por este punto, excepto la recta vertical pues
no hay valor alguno para el parametro m que dé una recta vertical. La figura 1.26 presenta
varias de las rectas de esta familia.

| T—

VALORES

— ABANDONO ——

“Siempre parece imposible hasta que

esta hecho”.

Nelson Mandela
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YA m=2
S o m=1
I .m=1/2
S R T el V1) R m=0
T P R R A I N
ST [0 TP PO A B £ S
. ; m=-1/2
Figura 1.26. Familia de rectas 1T N . ‘'m=-1
con ecuacion y =2 = m(x —4). m=-2

NO'

— ABANDONO

—
“Todos nuestros suefios se pueden
hacer realidad si tenemos el coraje de
seguirlos”.
Walt Disney
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Consideremos ahora un caso distinto: se desea escribir la ecuacion de la familia de
rectas que son paralelas a la recta 5x + 12y + 7 = 0 y que, ademas estan a tres unidades
del punto (2, 1). Como ya sabemos, para que dos rectas sean paralelas, éstas deben tener
la misma pendiente y diferente coeficiente de posicidn. Entonces, la familia de rectas es
5x+12y+ C=0, donde C puede tomar cualquier valor. Sin embargo, existe la restriccion de
que la familia de rectas debe pasar a tres unidades de distancia del punto (2, 1). Usando
la férmula para la distancia de una recta a un punto se obtienen las siguientes ecuaciones:

5(2)+1281)+C _3 5(2)+12(1)+C _3
13 13

Las raices de estas ecuaciones son C =17 y C = —61. Por consiguiente, las ecuaciones

solicitadas son:

5x+12y+17=0 5x+12y—61=0

De igual modo, resulta importante saber como calcular la familia de rectas que pasa
por el punto de interseccidn de dos rectas dadas. Para lo anterior, considera las siguientes
ecuaciones:

2x—=3y+5=0 4x+y-11=0

Reuniendo cada miembro izquierdo de las ecuaciones se forma la siguiente expresion:
(2x—3y+5)+k(4x+y-11)=0

donde k es un pardmetro. Aunque la ecuacidn parezca muy grande, ésta sigue siendo de
primer grado. Cada recta de la familia pasa por la interseccidon de las rectas dadas.
En términos generales, sean las ecuaciones de dos rectas que se intersecan:

Ax+By+C =0
Ax+By+C,=0

Entonces la ecuacion:
(Ax+By+C)+k(Ax+By+C,)=0

representa una familia de rectas que pasan por la interseccién de las rectas dadas.

Problemas de aplicacion

A continuacion se presenta una serie de problemas donde la ecuacidon de la recta juega
un papel principal.

Problema 1:
Una tienda de computo vendié 20 memorias USB en un mes cada una con el precio de
$150. Cuando se fijo el precio en $200 vendid solo 15. Estima la ecuaciéon de demanda
suponiendo que existe una relacion lineal entre la demanda, g, y el precio, p.

Primero se debe verificar si se puede usar la ecuaciéon de la recta. Lo cual sabemos
que es posible ya que la ecuacion de la demanda es lineal.

Después establecemos las variables:

p: Precio de cada DVD

g: Cantidad demandada.

Consideramos la cantidad g como la variable de la abscisa y la cantidad p como la de
la ordenada, tal como se representan en el plano cartesiano (g, p).



Ahora sustituimos los valores que se nos otorgan del enunciado en nuestras variables.
(q,, p,) = (20, 150)
(9, p,) = (15, 200)
Después, establecemos las pendientes de la recta, teniendo cuidado de que el precio
representa el coeficiente de la variable y
= P, —h;
a,~4,
200-150
m=———=-10
15-20
Por ultimo calculamos la ecuaciéon con la pendiente y uno de los dos puntos, usando
la forma punto-pendiente. Escribimos la forma punto-pendiente de la siguiente manera:
p-p,=m(qg—q,)
p—150=-10(g—20)
p=-g+350

Problema 2:

Las reservas probadas de un mineral en cierto pais actualmente son de 12.5 millones
de toneladas. Si la explotacion se mantiene constante en 20 000 toneladas al mes y no
hay nuevas exploraciones que aumenten las reservas probadas. éEn cudnto tiempo se
acabaran las reservas?

Establecemos la variable dependiente

y: cantidad de reservas de mineral.

t: tiempo

Recordemos que debemos trabajar con una Unica unidad de medida de la cantidad
de reservas de mineral. En este caso, mediremos la cantidad de reservas en millones de
toneladas al mes. Por lo tanto, la cantidad —20000 toneladas al mes representa la razon
de cambio de las reservas en toneladas por mes. Expresamos esta cantidad en millones de
toneladas por mes, asi m =—0.02 millones de toneladas por mes.

Para conseguir la ecuacién de la recta hace falta un punto (t, y). Como hay 12.5 mi-
llones en la actualidad, tomamos ésta como la coordenada y de las reservas, y como el
tiempo es medido a partir de los momentos actuales, entonces la coordenada t es igual a
0. Asi, la recta pasa por (0, 12.5).

Para encontrar la ecuacion de la recta se puede usar la ecuacidn punto-pendiente o la
ecuacion pendiente-ordenada en el origen pues 12,5 es la ordenada en el origen. Usamos
la segunda:

y=mt+b
Al sustituir se obtiene:
y =-0.02t + 12.5 millones de toneladas
Se acabardn las reservas cuando y =0
Sustituimos este valor en la ecuacion encontrada en la ecuacion anterior:

0=-0.02t+12.5
Se despeja t:
= E =625 meses
0.02

Esta cantidad de meses equivale a 52 afios.

Representacion matematica y graficacion
de la recta

En las secciones anteriores se han estudiado algunas propiedades de la recta. En este
punto es posible plantear diferentes formas de su ecuacion. El propdsito de esta seccidn
es desarrollar estas diversas ecuaciones, puesto que cada una tiene diferentes ventajas
al considerar los problemas que involucran lineas rectas. Sin embargo, en todos los casos
trabajaremos con ecuaciones de primer grado.

—— ABANDONO

“Vive como si fueses a morir manana.

Aprende como si fueses a vivir siempre”.

Mahatma Gandhi
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En el video “REFU 1.1.D.2
Ecuacién punto-punto” co-
noceras mas sobre el
tema de la ecuacion
punto-punto.

https://www.
youtube.com/
watch?v=yZmUhg
EQsnl
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A pesar de su sencillez, la recta es un concepto esencial en matematicas, y se presen-
ta continuamente en la experiencia diaria de manera util e interesante. En el estudio de la
recta se descubrid primero una correspondencia entre una recta y una ecuacion de primer
grado. Ademas, la ecuacidn de una recta puede expresarse en diferentes formas, tales que
cada una exhibe cierta propiedad geométrica de la recta.

Ecuacion punto-pendiente

Después de los temas vistos se tienen las condiciones necesarias para plantear la ecua-
cién de una recta L. Para empezar, considera que L tiene pendiente my que P (x,, y,) es
un punto que esta en dicha recta. Si P(x, y) representa cualquier otro punto en la misma
recta, entonces:

y-y,

X—X1

Ahora bien, si multiplicamos ambos miembros de la igualdad por x — x, se obtiene la ecua-
cion punto-pendiente de la recta L.

TEOREMA 1.4: La ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por P (x,, y,) con pen-
diente m es:

y-y,=m(x—x)
Para ilustrar este teorema veamos el siguiente ejemplo: encontrar la ecuacion de la

recta que pasa por [-%,z , con m = 6. Segun la informacién que se proporciona sabemos

que la pendiente tiene un valor de 6 (m = 6), que x, =—=y que y, = 2. A partir de la ecua-
cion punto-pendiente obtenemos: 2
1
-2=6|x—|-=

Simplificando lo anterior, se llega a lo siguiente:
1
y—2=6 x+—
2

y=6x+5
Asi, se puede observar el uso de la ecuacién punto-pendiente para la encontrar la
ecuacion de una recta si conocemos un punto y la pendiente de la misma.

Ecuacion punto-punto

La ecuacion punto-punto se define a partir de dos puntos dados de una recta L.

Geométricamente, una recta se puede determinar a partir de dos de sus puntos,
cualesquiera que éstos sean. De manera analoga, la ecuacién de la recta también queda
determinada por completo conociendo las coordenadas de dos puntos cualesquiera que
pertenezcan a ella.

TEOREMA 1.5: La recta que pasa por dos puntos dados, P, (x,, y,) y P, (x,, y,), tiene
por ecuacion:

y-y :&(x—xl) X=X

1 2
X =%

Six, =x,, la ecuacion anterior no puede usarse, pues en este caso la recta es paralela
al eje y o de las ordenadas, con lo que su ecuacion es simplemente x = x,.

Como ejemplo para este tema consideremos determinar la ecuacién de la recta que
pasa por los puntos P, (1, 2) y P, (3, 4). Considerando el teorema 1.5 tenemos:

(2-4)
-3
(y—2)=:—§(x—1)

(y-2)=(x-1)
x-y+1=0

(y-2)= (x-1)

Por tanto, la ecuacién de la recta buscadaesx—y +1=0.



Ecuacion pendiente-ordenada al origen

Consideremos una recta L como en la figura 1.27, cuya pendiente es m y cuya ordenada
en el origen, es decir, su interseccion con el eje y, es b. Dado que se conoce el valor de b,

el punto de coordenadas (0, b) estd sobre la recta. Con estos datos, el problema y
se reduce a encontrar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (0, b) y tiene
una pendiente m. Entonces: (0, b)
y—b=m(x-0)
Esto es:
y=mx+b (x, ¥)
TEOREMA 1.6: La recta cuya pendiente es m y cuya ordenada en el origenes >
b tiene por ecuacion: \ X
y=mx+b

Una recta paralela al eje y no tiene ordenada en el origen. Por esta razén, no
se puede usar la forma de la ecuacidon que menciona el teorema 1.6.

Veamos el siguiente ejemplo: determina la ecuacion de la recta cuya pen-
diente es m = 2 y corta al eje de las ordenadas en el punto (0, 3). Para comenzar,
consideraremos que b = 3. Partiendo del teorema 1.6 tenemos que: \ /

y=mx+b

Figura 1.27. Ecuacion pendiente
y=2x+3 ordenada al origen.
Asi, el resultado que buscamos esta dado por la ecuacién y = 2x + 3.

Ecuacion simétrica

Seana # 0y b # 0 los segmentos de una recta determinada sobre los ejes de las abscisas
y ordenadas, es decir, sus intercepciones con los ejes, tal y como se muestra en la figu-
ra 1.28. Entonces (a, 0) y (0, b) son dos puntos de la recta y el problema de obtener la
ecuacioén de la recta cuando se conocen los segmentos determinados sobre los ejes de
las abscisas y de las ordenadas se reduce a hallar la ecuacion de la recta que pasa por dos
puntos. En consecuencia:

0-b y
o= (0, b)
De esta Ultima expresidn se obtiene:
ay=—-bx+ab
Al transponer —bx al primer miembro y dividiendo por ab, obtenemos
lo siguiente:
x Yy
aty~! (a, 0)

N X
Esta ultima ecuacion es conocida como la ecuacion simétrica de la recta.
TEOREMA 1.7: La recta cuyas intercepciones con los ejes de las abscisas y Figura 1.28. Ecuacion simétrica.
de las ordenadas sona #0y b # 0, respectivamente, tiene por ecuacion:
Z+doa y 4
a b
Si a = 0, entonces también b = 0 y la forma simétrica no puede
usarse. En este caso solo se conoceria un punto, el origen, y éste no es
suficiente para determinar una recta.
Veamos lo anterior a través del siguiente ejemplo: hallar la ecua- (5,2)
cién de la recta que pasa por el punto (-3, 1) y es paralela a la recta de- (_3'/1/
terminada por los puntos(0, —2) y (5, 2). Dado que se conoce un punto — >
de larecta requerida L (figura 1.29), solamente se necesita su pendiente X
y, de acuerdo con la informacién proporcionada, es la misma que la de (0,-2)
la recta paralela L' que pasa por los puntos antes mencionados. La pen- ’
diente de la recta L' es entonces: Figura 1.29. Ejemplo de la ecuacién
_ 2-(=2) _ 4 simétrica.
“"5-0 5
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— ABANDONO

"Si la gente no piensa que las matema-
ticas son simples, es sélo porque no

se dan cuenta de lo complicada que es

T—

la vida".

John von Neumann
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Por tanto, la ecuacion de L es:
4
y-1=—(x+3)
5

4x-5y+17=0

Ecuacion general de la recta

Los casos presentados deben mostrar que la ecuacion de una recta cualquiera es de pri-
mer grado, es decir:
Ax+By+C=0

Las constantes A y B deben ser diferentes de cero, mientras que C puede o no ser
nula. Resulta que la ecuacidn antes mencionada se conoce como la forma general de la
ecuacion de una recta.

Sin embargo, queda la duda de si la ecuacién anterior representa siempre una linea
recta. Para abordar este cuestionamiento examinaremos las dos formas posibles de la
ecuacion general con respecto al coeficiente de y, esto es, cuando B =0y cuando B # 0.

Comencemos con el caso en el que B=0.SiB =0, entonces A # 0y la ecuacién general

se reduce a lo siguiente:
C
X=-—
A
Esta ecuaciodn es de la forma x = k, la cual denota la ecuacién de una recta paralela al
eje de las ordenadas o eje y.
Analicemos ahora el caso cuando B # 0. Como B es no nulo, podemos dividir la ecua-
cion general entre B, por lo que obtenemos:

A C
y=——x-—
B~ B

Esta ultima ecuacion resulta mas familiar debido a que tiene la formay=mx+ by, por

L . A ) c
tanto, es la ecuacidn de una recta cuya pendiente es -5 yeuya ordenada al origen es -

En resumen, se puede observar que, en todos los casos, la ecuacidon general propues-
ta representa una recta.

Combinemos lo expuesto con un ejemplo: hallar los valores de los coeficientes de
la ecuacion general Ax + By + C = 0 de una recta, de tal manera que pase por los puntos
(-1, 4) y (3, —2). En segundo lugar, hallar la ecuacion de dicha recta. De acuerdo con lo
mencionado, podemos observar que los dos puntos dados estan sobre la recta, asi que
sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion de dicha recta. Por lo tanto, para el punto
(-1, 4) tenemos:

-A+4B+C=0

Y para el punto restante, (3, —2), tenemos:

3A-2B+C=0

Al resolver las dos ecuaciones anteriores para A y B en términos de C, obtenemos lo
siguiente:

3 2

A=-2c, B=-=c
5 5

Al sustituir estos valores en la forma general, resulta:
3 2
-—Cx——Cy+C=0
5 5

Dividiendo toda la ecuacion entre C:
3 2
-Zx-Zy+1=0
5 5
Al multiplicar todo por -5, obtenemos:
3x+2y-5=0
En consecuencia, los coeficientes de larectasonA=3,B=2y C=-5.

Problemas de aplicacion

La funcién de la recta no solamente indica una serie de puntos consecutivos en el plano,
ya que puede verse también como una funcién de crecimiento. Por ejemplo, la
ecuacion P(n) = 2n + 3P(n) = 2n + 3 describe una recta que crece en correspondencia con
la variable n.



Otras aplicaciones sobre la recta se encuentran en las siguientes situaciones:

e Como referencia en la construccion civil, mecanica e industrial. Para conocer diversos ejem- \nc“
® Para demarcar espacios fisicos. plos de la recta en la vida —
e Para construir un croquis explicando direcciones o ubicaciones. cotidiana, consulta

el video “Aplicacio-
nes de la recta a
situaciones de la vida

e Para calcular la pendiente de un cerro.
e Cuando un automovil va en una autopista en linea recta.

® Para medir la distancia mas corta entre 2 puntos. cotidiana.wmy”.
¢ En la caida libre de un objeto. https://www.youtu-
e Como referencia a una construccion industrial. be.com/watch?v=6WC5pL3dYcU

Al calcular el desplazamiento de un avién.

La lista anterior considera solo algunos ejemplos donde se puede aplicar el concepto
de linea recta. Sin embargo, la vida diaria presenta muchos mas.
A continuacién veremos algunos ejemplos relacionados con la recta.

Ejemplo 1:
Se requiere calcular la formula para transformar grados Fahrenheit (°F) a grados Celsius
(°C). Como dato inicial, se sabe que la férmula de conversion es lineal. Ademas, se cono-
ce que, a nivel del mar, el agua hierve a 100 °C, lo que equivale a 212 °F, y se congela a
32 °F, lo que equivale a 0 °C. A partir de esta informacidn encuentra la ecuacidén de trans-
formacion.

Para comenzar, podemos representar las variables de este problema con Cy F, por
analogia con los nombres Celsius y Fahrenheit. Ademas, para los calculos asumiremos
que C representa los valores en el eje de las ordenadas y F los correspondientes al eje de
las abscisas.

En este problema se proporcionan dos puntos: P,(32, 0) y P,(212, 100). A fin de cal-
cular la ecuacién de la recta primero es indispensable descubrir el valor de la pendiente:

%
X, mX
m:Cz_Cl
F,-F
100-0
m=———
212-32
100 5
m=—==
180 9

Ahora, para encontrar la ecuacion de la recta utilizaremos la forma punto-pendiente:
y=—y,=m(x—x,)
C-C,=m(F-F,)

Al sustituir los valores encontrados en la ecuaciéon anterior, obtenemos:

C—0=2(F-32)
9

En la ecuacion anterior se utilizé el punto P, para la sustitucion, pero también es po-
sible utilizar el punto P, para el mismo fin.

5
c=2(F-32)
9

Esta ultima ecuacidn representa la solucion solicitada.
— ABANDONO
Ejemplo 2: ~—

. . . . . , “Con nimeros se puede demostrar
El gobierno quiere aumentar el precio del litro de gasolina a una razén constante de dos

pesos por mes. Si el precio de la gasolina este mes es de 13 pesos el litro, escribe una ecua-
cion que relacione el precio de la gasolina con el tiempo medido en meses transcurridos Thomas Carlyle

cualquier cosa”.

después de implementar la medida.
Las variables en este problema son:
P: precio del litro de gasolina.
t: nimero de meses después de implementada la medida.
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La ecuacién que se busca es lineal y, por tanto, se puede representar a través de la
ecuacion de una recta. Para encontrar dicha ecuacion necesitamos definir uno o mas pun-
tos que pasen por la misma, asi como definir el valor de la pendiente. Segun lo estableci-

AB@NO do, las coordenadas de los puntos para este problema tienen la siguiente forma:
“Las matematicas son una gimnasia (t, P)

donde t representa el valor del tiempo representado en el eje de las abscisas y P represen-
ta el precio de la gasolina en el tiempo t, representado en el eje de las ordenadas.

El primer punto es (0, 13). Este punto corresponde al valor inicial del problema, pues
Isocrates el precio de la gasolina es de 13 pesos en el mes actual. La pendiente es la razén de cambio

del espiritu y una preparacién

para la filosofia”.

del precio de la gasolina con respecto al nUumero de meses, entonces:

2
m=—=2
1

Con esta informacion ya es posible encontrar la ecuacion de la recta. Se usara la
ecuacion pendiente-ordenada al origen para encontrarla:
y=mx-+b
P=2x-+13
Esta ultima expresidn corresponde entonces a la ecuacion para calcular el incremento
al precio de la gasolina con respecto al tiempo medido en meses.

Actividad de cierre Reflexion

VALORES

S/

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMPETENCIAS il L . . - ,
Ll analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de _Tic
la informacién y la comunicacién.
* Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.

ATRIBUTO
1. En equipo de tres integrantes, pongan en practica lo aprendido. Para ello, realicen lo
siguiente:

e Construyan una lista de definiciones (un diccionario) en su cuaderno. Cada vez que
encuentren una nueva definicion geométrica, agréguenla a la lista. llustren cada defi-
nicion con un dibujo.

e |nvestiguen en libros, enciclopedias o internet como crear mapas mentales y constru-
yan uno que contenga los conceptos anteriores.

e Observen la figura y copien el cuadro en su cuaderno para completarlo.

Elemento geométrico Nombre

Puntos

Rectas

Rectas paralelas

Angulos entre rectas F

2. Entreguen sus resultados a su profesor.
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Recapitulacion

Ill

Recapitula lo que aprendiste en la primera parte del “Resultado de aprendizaje 1.2” y preparate para realizar la

actividad de evaluacion 1.2.1.

1. Completa los mapas conceptuales para integrar los temas vistos hasta el momento.

Representacion grafica y uso de curvas candnicas

( Analisis de la pendiente de una recta J

( Angulo entre rectas J ( Paralelismo y perpendicularidad J ( Familia de rectas J

Ecuaciones caracteristicas:

( J [ J [ J

( Representacion matemadtica y graficacion de la recta J

( Ecuacidn J
I
| I I I ]

(Punto—pendienteJ ( Punto-punto J (Pendiente—ordenadaalorigenJ ( Simétrica J (Generaldelarectaj

Ecuaciones caracteristicas:

@

Preevaluacién

( Il Il i Il

Realiza tu evaluacién parcial.

1. Escribe en el paréntesis el inciso que corresponda con el procedimiento a seguir para completar cada tarea.

O Es la representacion grafica de una funcion de primer grado. 1. pendiente
O Es un elemento que cambia de valor en un determinado momento. -,
2. funcién
O Grado de inclinacion de una recta.
3. recta
O Y a, b € A, aRb < bRa es una relacion.
. . 4. paralelas
Es una regla de correspondencia entre los elementos de un conjunto D con
exactamente un elemento de algln otro conjunto E. )
5. variable
O y=mx+b
6. dominio
O Dos rectas son cuando sus pendientes son iguales y sus coeficientes
de posicion distintos. .
7. poligono
O Es el subconjunto de nimeros reales en el que se define la funcidn.
8. ecuacion de la recta
O Es una figura bidimensional compuesta por una secuencia de lineas consecutivas
que forman una region en el plano. 9. simétrica
O Si dos rectas son es si una de las rectas es paralela al eje x y la otra .
10. perpendiculares

al eje y.

Valor: 5 puntos
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ACtiVidad de evaluaCién 1.2.1 Paciencia @

VALORES

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue
compeTencias. | © Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos

y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales. EVALUACION
. s . - °
¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones. >
ATRIBUTO RUBRICA

1. Representa graficamente la recta, a partir del analisis de su ecuacion en sus diferentes formas y la
determinacion de sus elementos, para la solucién de situaciones de su entorno, para ello, haz lo
siguiente:

2. Calcula las siguientes tres ecuaciones de la recta: en su forma general, pendiente-ordenada al ori-

gen y simétrica, de acuerdo con el trazo del plano, diagrama y croquis de alguno de los reactivos
del punto 3 de la actividad de evaluacién 1.1.1.

3. Resuelve los siguientes problemas de rectas:

1) Utilizando las pendientes, probar que ABy C estan sobre una recta, dados A (3, -5) B (0, -2) y
C(-3,1).

2) Determinar la ecuacion de la recta en su forma: General, pendiente-ordenada al origen y simé-
trica, si la pendiente m = 1 ordenada al origen b = 2 determinar la ecuacion de otra recta que
tiene por coordenadas al origen b = 6 y a = -2 trazar otras dos rectas y determinar el punto
donde se cortan.

3) Una recta pasa por el punto (3, —6) y es perpendicular a la recta definida por los puntos (4,1) y
(2,5) encontrar las ecuaciones de estas dos rectas el punto donde se cortan y sus intersecciones
con los ejes de coordenadas.

4) Obtener los valores de la abscisa y ordenada al origen, trazar la recta correspondiente y expre-
sar la ecuacidén en la forma general, simplificada y simétrica de la ecuacién 2x -5y + 20 =0

5) Escribir en la forma simétrica la ecuacion de la recta 4x+ 3y + 18 = 0.
6) Dada la ecuacion 6x + 12y + 24 = 0 encontrar la recta paralela que pasa por el punto (0, 6).

7) La pendiente de una recta que pasa por el punto P (3, 2) es igual a 3. Sitia dos puntos sobre
esta recta que disten 5 unidades de P. Compruébalo con la grafica.

8) Encontrar la forma simétrica la ecuacién de la recta 5x + 2y —3=0.

9) Dados tres puntos en el plano cartesiano, uno en el primer cuadrante, otro en el segundo cua-
drante y el tercero el punto P3 = (0 -5), calcula lo siguiente:
¢ Une los tres pares ordenados.
e Perimetro.
o Area.
e La ecuacion de sus lados.
e Las ecuaciones de las tres alturas.

10) Escribe la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A (1,2) y B(-2,5), en sus distintas formas
(general, simétrica, etc.).

4. Realiza la gréafica de los ejercicios anteriores en un plano cartesiano.

5. Dibuja las coordenadas en el primer cuadrante, segundo cuadrante e interseccion con el eje y ne-
gativo propuestos por tu profesor.

6. Soluciona problemas representando graficamente ecuaciones de las rectas ya sea en su forma
general, pendiente-ordenada al origen o simétrica y determina la interseccion con los ejes coorde-
nados, la pendiente y el &ngulo de inclinacion.
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1)

2)

La distancia del baricentro a uno de los vértices de un tridngulo es de 6 cm. Calcula la longitud
de la mediana correspondiente al lado opuesto a ese vértice.

En una habitacion entra un haz de luz por una ventana que forma con el suelo un angulo de 43°.
¢Cual es el angulo que forma el rayo de luz con la pared de la ventana por la que entra?

7. Resuelve los siguientes ejercicios de triangulos:

1)

2)

3)

4)

Dado un tridngulo formado por las coordenadas A(2, -1), B(-5, 1) y C(0, 3) calcula las ecuacio-
nes de dos mediatrices.

e Grafica en hoja milimétrica las rectas correctamente.

¢ Une los puntos y del triangulo resultante, calcula la ecuacién de las rectas notables en el trian-
gulo: 3 mediatrices, 3 medianas y 3 altura.

e Calculay traza en la grafica las coordenadas de los puntos notables en dicho triangulo: circun-
centro, baricentro y ortocentro.

En una hoja milimétrica y con ayuda de una regla y compas, dibuja un triangulo cuyos angulos
midan A=45°, B=100°y C= 35°y encuentra el incentro de dicho tridangulo. Construye la circun-
ferencia inscripta en el triangulo.

En una hoja milimétrica y con ayuda de una regla y compas, dibuja un tridngulo cuyos dos de
sus lados miden 4cm y 6.5cm, respectivamente, con un angulo de 70°.Trazar las tres alturas del
triangulo.

En una hoja milimétrica y con ayuda de una regla y compas:
¢ Dibuja un triangulo rectangulo.
e Dibuja dos de sus bisectrices (las que tu quieras).

e Senala el punto de interseccion de ambas.

8 Interpreta los resultados obtenidos en las graficas del punto 7 de esta actividad y escribe tus con-
clusiones.

9. Pasa en limpio el trabajo realizado de los puntos 2 al 8 de esta actividad, no olvides incluir su res-
pectivo titulo. incluye también los procedimientos y métodos aplicados, junto con los resultados
que obtuviste paso por paso. Realiza una portada para tu trabajo con el nombre del médulo, tus
datos y los de tu profesor, fecha, nimero de evaluacién, junto con los datos de la serie de ejercicios.

10. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 1.2.1, de tu "Autoevaluacién" que
se encuentra al final de esta unidad en la seccion "Instrumentos de evaluacion". Revisa si cumples
con todos los indicadores de evaluacion e identifica la calificacion que estds en oportunidad de
obtener. De ser necesario, mejoren tu trabajo antes de presentarlo.

1L Entrega tu trabajo al profesor.

———— ABANDONO

"Las personas que trabajan en conjun-
to ganaran, ya sea que estén en contra
de una defensiva complicada del
futbol americano, o los problemas que
enfrenta la sociedad moderna".

Vince Lombardi
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EVéLUACI()N

LANEA

Contesta los reactivos que se presentan a continuacion, rellenado completamente el 6valo de la respuesta
correcta.

1. Hallar la ecuacion de la recta que pasa por el punto (3, 4) y tiene una pendiente m = 5.
(a) y=-5x-19
(b) y=5x-19
(¢) y=-5x+19

(d) y=-5x-11

2. Encontrar la pendiente de una recta que es paralela a larectay =—4x + 5.
pendiente =—5
pendiente =5

pendiente = 4

CAORCAO)

pendiente =—4

3. Hallar la ecuacion de la recta que contiene el punto (1, 2) y que sea perpendicular a la recta y = 2x — 6.

4. Hallar el area del siguiente poligono.

(a) 60
(b) 240
(c) 480
(d) 600

12 cm

5. Encontrar el drea del siguiente poligono. 32 cm

(a) 160
(b) 640
(c) 800

(d) 850 30cm

20cm

10 cm




EVALUACION
PLANE

6. De la siguiente grafica, indica cudles son los puntos marcados. y y y * — y
@) (0,0),(1,-2),(2,2),(-1,1), (-3,3) o 3 B
(b) (0,0),(-2,1),(2,2),(1,-1), (-3,-3) b2 e
(©) (0,0),(1,-2),(2,2), (-1,1), 3, 3) S S SRt TOE 1 EEEL SEEE SEREE SR
@) (0,0),(1,-2), (2,2), (-1,-1), (-3,-3) 3 91 1132 3>
e
ST -
S NN O S S —

7. Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(2, —1) y B(5, 3).

@ ©
® @

Mlw w|s
Wl BN

8. Hallar el dngulo de inclinacidn de la recta que pasa por los puntos A(-4, -2) y B(1, 5).

(a) 6=50° (c) 6=54.4°
(b) 6=64° (d) 6=64.4°

9. Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos A(0, 1) y B(3, 0).

10. Hallar el area del siguiente poligono regular

(a) 250 cm?
(b) 86.6 cm?
(c) 43.3 cm?
(d) 259 cm?




Instrumentos de evaluacion

Autoevaluacion

Evalua los indicadores de aprendizaje de cada actividad de evaluacion parcial para conocer la calificacion que estds en posibilidad
de obtener en la rubrica segun tu desempefio. Marca una V en cada indicador logrado.

Para obtener Suficiente, deberas cubrir todos los indicadores del tono mas claro, y para lograr Excelente, todos los indicadores de

ambos tonos.

Suficiente - Excelente

Rubrica 1.1.1

Moadulo: Grupo:
Representacion grafica de funciones. po:
Nombre del alumno: Fecha:

1.1. Representa graficamente es-
pacios geométricos poligonales,
considera los principios, leyes y
procedimientos graficos, aplicables a
la solucién de situaciones de la vida
cotidiana.

Resultado de aprendizaje (R.A.):

Actividad de evaluacion:
1.1.1 Construye lugares geométricos poligonales en un sistema cartesiano, obteniendo la longitud de
sus lados, medicién de sus dngulos y la superficie delimitada

Porcentaje

\/ Indicador logrado

Trazo del mapa, plano
o croquis

20%

Calculo de longitudes,
superficies del mapa, plano
0 croquis

40%

Calculo de angulos
interiores del mapa, plano
o croquis

40%

Localicé puntos y realicé uniones para demostrar que formaban un espacio
geomeétrico empleando los cuatro cuadrantes del plano cartesiano.

Calculé la distancia entre dos puntos localizados dentro del plano cartesiano
determinando perimetros y tipos de poligonos formados por varios pares
coordenados.

Calculé angulos interiores considerando el mapa, plano o croquis, aplicando
la formula de pendientes.

100

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos
vistos en el RA 1.1y platica con tu profesor para obtener una segunda oportunidad de valoracion.
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Instrumentos de evaluacion

Marca una V en cada indicador logrado.

Rubrica 1.2.1

Moadulo: Grupo:
Representacion grafica de funciones po:
Nombre del alumno: Fecha:

Resultado de aprendizaje:
1.2. Construye la ecuacion de la recta
y su representacion grafica a partir de
los elementos que la integran.

Actividad de evaluacion:
1.2.1 Representa graficamente la recta, a partir del andlisis de su ecuacion en sus diferentes for-
mas y la determinacion de sus elementos, para la solucion de situaciones de su entorno.

Porcentaje \/ Indicador logrado

Calculé las tres ecuaciones de la recta: en su forma general, pendiente
ordenada al origen y simétrica, de acuerdo con el trazo del plano,
Ecuacion de la recta diagrama y croquis de la actividad 1.1.1.

30%

Solucioné problemas representando graficamente las ecuaciones de la
recta en su forma general, pendiente-ordenada al origen o simétrica.

Grafica de la recta . . . .
Determiné la interseccion con los ejes ordenados, la pendiente y el

angulo de inclinacion.

30%

Calculé la ecuacion de las rectas notables en el triangulo: mediatrices,
medianas y alturas.

Dibujé coordenadas en el primer y segundo cuadrantes, asi como

. . interseccion n el eje y negativo pr rel nte.
Grafica y ecuaciones tersecciones con el eje y negativo propuestos por el docente

40%
Grafiqué en hojas milimétricas las rectas correctamente.

100

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos
vistos en el RA 1.2 y platica con tu profesor para obtener una segunda oportunidad de valoracidn.
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Instrumentos de evaluacion

Heteroevaluacion

De acuerdo con el desempefio de sus alumnos, anote el peso logrado en cada actividad realizada. Sume los porcentajes para
obtener el peso para la unidad.

Tabla de ponderacion

Unidad

RA

Actividad

Aspectos a
evaluar

de evaluacion c p

A

% Peso
especifico

% Peso
logrado

% Peso
acumulado

1. Representa-
cién grafica
de lugares
geométricos.

1.1. Representa
graficamente espacios
geométricos poligonales,
considera los principios,
leyes y procedimientos
graficos, aplicables a la
solucion de situaciones de
la vida cotidiana.

111 -~ -~

20

1.2 Construye la

ecuacion de larectay su
representacion grafica a
partir de los elementos que
la integran.

121 -~ -~

20

% peso para la unidad 1

40

Peso total del modulo

100

Al término de la dltima unidad, sume el peso logrado en todas las unidades y obtenga el total del médulo.
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Instrumentos de evaluacion

Coevaluacion

Trabaja con un companiero para que se evalien mutuamente. Escribe los datos de tu compafiero en la tabla siguiente. Evalta los
atributos de las competencias genéricas que tu compafiero puso en practica durante esta unidad; para ello, en la tabla indica con

una “X” la casilla que corresponda.

Nombre de mi compaiiero:

Carrera: Nombre del moédulo:
Semestre: Grupo:
Competencias . Con Algunas
P .. Atributos . g_ Nunca
genéricas frecuencia | ocasiones

Se autodermina y cuida de si

1. Se conoce y valora a si
mismo y aborda problemas
y retos teniendo en cuenta
los objetivos que persigue.

Elige alternativas y cursos de accion con base en criterios
sustentados y en el marco de un proyecto de vida.

Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de
decisiones.

Piensa critica y reflexivamente

5. Desarrolla innovaciones
y propone soluciones a
problemas a partir de mé-
todos establecidos.

Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo como cada uno de sus pasos contribuye al
alcance de un objetivo.

Aprende de forma auténoma

7. Aprende por iniciativa e
interés propio a lo largo de
la vida.

Define metas y da seguimiento a sus procesos de construc-
cién de conocimiento.

Identifica las actividades que le resultan de menor y mayor
interés y dificultad, reconociendo y controlando sus reaccio-
nes frente a retos y obstaculos.

Trabaja en forma colaborativa

8. Participa y colabora de
manera efectiva en equi-
pos diversos.

Aporta puntos de vista con apertura y considera los de otras
personas de manera reflexiva.
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el consumo

e ——

En esta seccion, pondras en practica estrategias para que administres y planifiques tu dinero; desarrolles una actitud critica ha-
cia el consumo, y conozcas tus derechos y deberes como consumidor. Esto con el fin de que seas capaz de decidir qué consumir,
como hacerloy por qué, y bases tus decisiones en el valor real que para ti tienen los productos, segun tus necesidades y deseos.

Alimentacion eficiente y bolsillo saludable

Pico de crecimiento: periodo del
desarrollo en el que el aumen-
to de talla y estatura es mas
acelerado.

“Un estémago vacio es un mal consejero”.
Albert Einstein, fisico aleman de principios del siglo XX

En nuestro pais destinamos en promedio mas de la tercera parte del ingreso familiar a la ad-
quisicion de alimentos y bebidas (“La alimentaciéon de los mexicanos”, Cdmara Nacional para
Industria y la Transformacién, 2012). Por otro lado, seglin los datos de la Encuesta Nacional
de Salud y Nutricién de 2012, el promedio nacional de poblacién infantil con problemas de
alimentacion es del 23% considerando como infancia desde los 0 hasta los 18 afios. Estos
datos nos indican que gastamos en alimentos pero no nos nutrimos correctamente.

Las mujeres entre los 11 y los 15 afos y los hombres entre los 13 y los 16 se encuen-
tran en un pico de crecimiento. En estos periodos en indispensable que tu alimentacidn
sea balanceada y suficiente para cubrir los requerimientos que tu cuerpo demanda.

La falta de alimento nutritivo provoca una serie de reacciones quimicas que afectan tu
estado de animo, asi como tu desempefio fisico y mental. Diversos estudios han compro-
bado que los alumnos con una alimentacidon deficiente presentan fatiga, apatia, falta de
concentracién y atencidn, y poca creatividad, lo que deriva en el bajo rendimiento escolar.
Para aprovechar mejor tu capacidad intelectual y sentirte bien, es indispensable que consu-
mas alimentos que te proporcionen los nutrimentos que necesita tu cuerpo. Por ejemplo,
las funciones cerebrales requieren sodio y potasio principalmente; tus musculos necesitan
proteinas para fortalecerse, y tus huesos, calcio; las vitaminas ayudan a que los procesos
quimicos de tu organismo se realicen adecuadamente y los nutrientes lleguen a las células.

Comer bien no significa gastar mucho en comida, lo importante es que consumas los
alimentos que te aportan lo necesario: calcio, zinc, hierro, vitaminas, proteinas y agua sufi-
ciente. Los siguientes tips para escoger tus alimentos te seran de utilidad.

Tips para comer nutritivo con poco dinero

e Nunca vayas a clases sin desayunar. Si es posible, prepara un sdandwich o una chapata
con verduras y pollo o atun. Si no te da tiempo de hacerlo o sales muy tempranoy
aun no tienes hambre, lleva a la escuela algo que puedas almorzar o tomar como
refrigerio: elige como primera opcidn las frutas. Los platanos, las manzanas y las
naranjas son frutas que se consiguen todo el afio a precios accesibles.

e No compres refrescos. Usa una cantimplora para llevar el agua, el jugo o agua de
avena con canela desde casa para evitar el gasto del agua embotellada.




Buenas compras

1. En pareja, organicen una visita preferentemente a un mercado; si no cuentan con uno cerca, a

Glosario

Palanqueta: dulce seco en forma de barra o disco, que se hace
con cacahuate o semillas de calabaza y miel.

una tienda de abarrotes o a un supermercado.
2. Investiguen el precio unitario de los alimentos de la siguiente tabla y registrenlo.

Alimento

Precio
unitario

Lugar de
consulta

Alimento

Precio
unitario

Lugar de
consulta

Lata de atin

Galletas saladas integrales
(chicas)

Naranja 100 gramos de queso fresco
Pera Porcién de yogurt natural
Manzana Porcién individual de leche
Platano Vaso de jugo de zanahoria natural
Guayaba Vaso de jugo de naranja natural
Zanahoria Vaso de jugo verde

Pepino Bolsita de cacahuates

Jitomate Bolsita de semillas de girasol
aBrirz:fa(rj\?o Bolsita de almendras o nueces

Palanqueta chica

Pan integral (chapata, bolillo)

Botella de agua

Porcién de fruta picada (300
gramos)

Bolsa de granola
(chica)

Manojo de espinacas

3. Con los alimentos de la tabla anterior, elaboren una combinacidn que contenga alimentos de los cua-
tro grupos (frutas y verduras, lacteos o sustitutos, proteinas, cereales) y calculen el costo de la misma.

Frutas y verduras Derivados lacteos Proteinas Cereales
Alimento
Costo
Total $

[Salr

esos productos.

. Compartan su combinacion con el resto del grupo y comenten las razones de su seleccion.
. Intercambien informacién e identifiquen los lugares en los que encontraron mejores precios de

6. Discutan cuales son las mejores opciones para adquirir alimentos para su almuerzo o refrigerio;
consideren precio, punto de venta y valor nutricional.
7. Utiliza esta informacidn para tu proxima eleccion a la hora de elegir tus alimentos fuera de casa.

Recuerda que alimentarte bien es una muy buena inversion.




éCuales son los elementos de una
circunferencia?

éQué son la elipse y la parabola?

REPRESENTA GRAFICAMENTE LA
CIRCUNFERENCIA, MEDIANTE SU ECUACION
O ELEMENTOS QUE LA INTEGRAN

“Las matematicas tienen belleza y romance.
El mundo de las matematicas no es un
lugar aburrido en el que estar. Es un lugar
extraordinario; merece la pena pasar el
tiempo alli”.

Marcus du Sautoy, escritor y profesor de
matematicas de la Universidad de Oxford

(D

ABANDONO

——————
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Competencias genéricas

. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los objetivos que
persigue.

. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utilizacion de
medios, codigos y herramientas apropiados.

. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos establecidos.

. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, considerando otros puntos
de vista de manera critica y reflexiva.

. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

Competencias disciplinares basicas de matematicas

. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedimientos aritméticos,
algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensidn y analisis de situaciones reales,
hipotéticas o formales.

. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos y los contrasta
con modelos establecidos o situaciones reales.

. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos, analiticos o
variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de la informacién y
la comunicacion.

. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes del espacio y las
propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y cientificos.
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Lectura

Secciones conicas

Para entender completamente un concepto hay que conocer sus origenes: como, cuando, y por qué sur-
ge, entre otros factores. En primer lugar, podemos pensar que las formas del Sol y de la Luna debieron
influir decisivamente en el temprano descubrimiento y consagracion de la circunferencia como la forma
geométrica plana mas regular. Podemos encontrar construcciones arquitectonicas con esta forma a partir
del siglo XIX a.C., lo que configura a la circunferencia, después de la recta, como el primer lugar geométrico
conocido y utilizado por la humanidad.

Para encontrar formas nuevas hay que esperar hasta la cultura griega de los siglos V y IV a.C. Por
entonces, empiezan a circular tres problemas clasicos: la cuadratura del circulo, la duplicacién del cubo y
la triseccién del angulo. El problema de la duplicacion del cubo fue el mas famoso en los tiempos de los
antiguos griegos. Hay dos narraciones diferentes dadas por comentadores posteriores sobre los origenes
del problema.

La primera fue transmitida por Eratdstenes. Este, en su obra titulada “Platonicus”, relata que cuando
el dios anuncio a los delianos (este problema también se llama “problema de Delos”) a través del oraculo
que para deshacerse de la plaga debian construir un altar del doble del que habia, sus artesanos quedaron
desconcertados en sus esfuerzos por descubrir cdmo podian hacer un sélido que fuera el doble de otro s6-
lido similar; por ello fueron a preguntarle a Platén al respecto, quien respondié que el oraculo queria decir
no que el dios quisiera un altar del doble del tamafio sino que deseaba, al imponerles la tarea, avergonzar
a los griegos por su descuido de las matematicas y su desprecio por la geometria.

La plaga sin duda fue un evento importante en la historia de Atenas, y aproximadamente un cuarto
de la poblacion murio por esta causa. Esto sucedié alrededor del 420 a.C. De haber algo de verdad en esta
leyenda, al menos podemos dar una fecha razonablemente exacta para la aparicién del problema. Esto
también es consistente con una contribucion anterior de Hipdcrates al problema.

Eutocio, en su comentario a Sobre la esfera y el cilindro de Arquimedes, dio una version un tanto
distinta. Todo comienza con una carta escrita por Eratdstenes al rey Tolomeo y, aunque la carta es una
falsificacion, el escritor si cita algunos escritos genuinos de Eratdstenes. El tex-
to de la carta dice: “Eratéstenes al rey Tolomeo, saludos. La anécdota dice
que uno de los poetas tragicos antiguos representaba a Minos haciendo
construir una tumba para Glauco y que, cuando Minos descubrid que la ===
tumba media cien pies de cada lado, dijo: ‘Demasiado pequeiia es la ;
tumba que habéis sefialado como el sitio real de descanso. Hacedla el -
doble de grande, sin arruinar la forma: rapidamente duplicad cada
lado de la tumba.”

Esto era claramente un error ya que, si los lados se duplican,
la superficie se multiplica por cuatro y el volumen por ocho.
Muchos sabios y filésofos se ocuparon de la resolucion de
estos problemas y, aunque sin demostrarlo rigurosamen-
te, pronto se dieron cuenta que la solucién era imposible
utilizando sélo la regla y el compds por un ndmero fi-
nito de veces. En aquella época sdlo se admitian dos
maneras de definir curvas: con composiciones de
movimiento uniformes y como interseccion de su-
perficies geométricas conocidas.

El siguiente diagrama muestra la evolu-
cion en el estudio de las curvas cdnicas, des-
de su descubrimiento en el siglo IV a.C. hasta
la actualidad (siglo XXI).




Siglo

IV-1l a.C.

Menecmo (380 a.C.-320 a.C.). Matematico y geémetra griego. Descubridor
de las curvas conicas. Las obtuvo por corte de un cono circular con un

plano perpendicular a la generatriz del mismo.

Euclides (325 a.C.-265 a.C.). Ademas de su
famoso libro de Los elementos escribidé uno
sobre las conicas (que no se conserva).

Arquimides (287 a.C.-212 a.C.). Logra cuadrar
un segmento de parabola (La cuadratura de
la pardbola) y calcula el area de una elipse
(Sobre conoides y esferoides).

Apolonio de Pérgamo (262 a.C.-180

a.C.). Resume, amplia y sistematiza el
conocimiento sobre las cénicas en su obra
Cénicas, que consta de ocho volimenes.
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Las cdnicas de Apolonio Coleccidn vaticana (1536).

Papo de Alejandria (290 d.C.-350 d.C.). Introdujo la nocién de foco a una

parabola y directriz de una seccién cénica.

Omar Jayam (1048-1131). Utiliz6 las secciones coénicas para resolver
ecuaciones cuadraticas y cubicas. Se basé en los libros de Cénicas, de

Apolonio.

Secciones cdnicas, en <http://envigadodspace.colombiaaprende.edu.co/bits-
tream/4/152/1/SM_M_G09_U02_L05_M,S,A.pdf>, consulta: mayo de 2016.

— ABANDONO

T—
“Denme un punto de apoyo
y moveré el mundo”.

Arquimedes
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Evaluacion de comprension lectora

Con base en el texto anterior, lee las siguientes preguntas y rellena completamente el circulo que corresponde
a la respuesta correcta.

1. ¢Qué factores pudieron haber influido en el descubrimiento de la circunferencia?

~

La Lunay el Sol.

(o
Y,

El horizonte y las estrellas.

(e}

Las construcciones y la naturaleza.

=

)

Las montafias y los mares.

2. ¢A partir de que época se pueden encontrar edificaciones inspiradas en la circunferencia?
(a) SigloXIXd.C.
(b) sigloIVa.C.
(c) sigloXiXa.C.

AN
(d) SigloVa.C.

3. De los problemas cldsicos que surgieron en los siglos Vy IV a.C., écual fue el mas famoso?
(a) La cuadratura del circulo.
) La duplicacién del cubo.

(c) Latriseccion del angulo.

) Ninguno de los anteriores.

4. En la obra de Eratdstenes titulada Platonicus, équé les pide el dios a los griegos para deshacerse de
la plaga?

(a) Construir un altar del doble de tamafio del que habia.
<b> Construir un altar de la mitad del tamafio del que habia.

(c) Construir un altar del triple de tamafio del que haba.

<d> Construir un altar del mismo tamafio del que habia.

5. éDespués de qué otro elemento geométrico se posiciona la circunferencia como uno de los mas
importantes?

(a) Laelipse.
(b) Lahipérbola.

(c) Larecta.

(d) Elplano.



Evaluacion diagnéstica

Lee con atencion cada pregunta y responde segun tus conocimientos.

1. Cita la férmula general de la pendiente.

2. Define, con tus propias palabras, qué es dominio y qué es rango.

3. Menciona la diferencia entre paralelismo y perpendicularidad.

4. iCual es la ecuacién general de la recta?

5. éCuadl es la formula general de la distancia entre dos puntos?

6. Menciona qué define el grado de una ecuacion.

7. En tus propias palabras, équé es un algoritmo?

8. ¢Cudl es el valor de la constante m?

9. ¢Cudles son las familias de rectas?

10. Cita la expresion de la forma punto-pendiente para la ecuacién de la recta.
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2.1 Representa graficamente la
circunferencia, mediante su ecuacion o
elementos que la integran

Actividad de inicio

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la

En la unidad anterior, se estudio la recta junto con sus propiedades. Uno de los problemas
fundamentales que se abordaron fue la identificacion de la formula de la recta. En esta
secciodn, se tratara un elemento geométrico diferente pero que guarda cierta relacion con
la recta: la circunferencia.

Representacion grafica y elementos de la
circunferencia

La palabra circunferencia proviene del latin circumferentia, que significa periferia o con-
torno, por lo que, en principio, puede aplicarse a cualquier figura, no necesariamente una
circular. Ademas, la costumbre ha hecho que se designe con la palabra circulo tanto la
superficie como la curva que la delimita. Sin embargo, en la actualidad, se ha convenido
que circunferencia se refiere a la curva que delimita la superficie llamada circulo.

En este apartado nos ocuparemos de describir las propiedades de la circunferencia.

Cooperacion

utilizacién de medios, cddigos y herramientas apropiados.
competencias. © Disciplinar: 6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matemdaticamente las magnitudes

—

' del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones.

ATRIBUTO

1. En pareja, reflexionen acerca de la circunferencia en la vida cotidiana. Para ello, hagan lo

siguiente:
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2. Dibujen todos aquellos objetos de la vida diaria que tengan forma circular.
3. Segun el conjunto de objetos que dibujaron respondan lo siguiente:

¢ ;Los objetos necesariamente deben tener una forma circular?

e ;Qué otra forma geométrica podrian tener?

e Si el circulo fuera irregular, esto es, que la distancia de los puntos de la circunferencia
no necesariamente estuvieran a una misma distancia, jseguiria siendo util?

e Si suprimiéramos las formas circulares, jnuestra vida experimentaria algun cambio?

4. Anoten sus respuestas en el cuaderno y discutanlas de manera grupal.

La circunferencia como lugar geométrico

Es importante comenzar por definir que la circunferencia es el conjunto de to-
dos los puntos de un plano que equidistan de otro punto llamado centro. La
figura 2.1 representa una circunferencia de centro 0.

Los puntos A, By C son puntos de la circunferencia y los segmentos OA =
0B = OC = r se llaman radios.

El circulo, por otro lado, es la regién del plano delimitada por una circun-
ferencia y que posee un area definida, lo que significa que la circunferencia es
el perimetro del circulo. Como todas las medidas de longitud, el radio de una
circunferencia siempre sera positivo, por ejemplo, 50 7 y nunca -5 o —7.

Un lugar geométrico se define como la figura formada por los puntos del plano que
cumplen con una condicidn. Dicha condicidon se expresa a través de una ecuacion

B

Figura 2.1. Circunferencia de centro 0.

que debe satisfacer todos los puntos del plano que pertenecen al lugar geométrico. .
Para definir una circunferencia, los puntos deben cumplir con la condicién de equidis- Glosario ‘
tancia con respecto a un punto fijo, el centro. De esta forma, todo punto que pertenezca
a la circunferencia tiene igual distancia entre él y el punto fijo, y tal distancia se cono- unidistante: que estd a la misma
istancia.

ce como radio. La ecuacion de la circunferencia se obtiene al calcular la distancia entre
estos puntos.

Actividad de desarrollo Dedicacién

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacidon de medios, cddigos y herramientas apropiados.
comPeTENcias. | @ Disciplinar: 6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes
T del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

e Maneja las tecnologias de la informacion y la comunicacion para obtener informacién y expresar
ATRIBUTO ideas.

1. En equipo de cuatro integrantes, realicen la siguiente practica:
e Material: 3 conos de papel y tijeras.
2. Discutan las siguientes preguntas:
e ;Cual es la forma que tiene la 6rbita de los planetas al rededor del Sol?
e ;Qué forma tienen los discos compactos?
e ;Qué forma tiene la trayectoria que sigue un proyectil?

3. Numeren los conos del 1 al 3.

VALORES
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Para cada uno de los conos:

— Tracen un eje coordenado de tal manera que el eje x quede a la mitad del cono y el
eje y quede en la parte mas larga del mismo. Lo anterior se ilustra en la figura 2.2.

e Para el cono 1:

— Recorten el cono siguiendo la linea del eje x.

Para el cono 2:

— Tracen una recta que pase por el origen y tenga un angulo de 35 grados que corte el
primer y tercer cuadrante. Como se muestra en la figura 2.2.

— Recorten el cono siguiendo la linea trazada.

Para el cono 3:

— Tracen una linea que vaya del limite superior del eje y al limite izquierdo del eje x.
Consideren el limite superior del cono como la parte mas amplia del mismo. Lo ante-
rior se ilustra en la figura 2.2.

e Etiqueten el cono 2 como elipse.
e Etiqueten el cono 3 como parabola.

4. Las preguntas iniciales y la actividad que realizaron forman
parte de lo que se conoce como secciones conicas. Investi-
guen en internet la definicion de secciones conicas y busquen
ejemplos relacionados con la vida cotidiana donde se aplique

tal definicion.

5. Para finalizar, hagan una breve presentacion sobre las activi-

Etiqueten el cono 1 como circunferencia. i Ejey

Limite superior|*

Cuadrante Il Cuadrante |

. Limite"

-«
€

Ejex}

Cuadrante III Cuadrante IV

dades realizadas y preséntenlas ante el grupo.

En el video “Como Calcular TIc.

el Area de un Circulo.mp4”
se describen, con ma-

yor detalle, los pasos

para calcular el drea

de un circulo.

https://www.
youtube.com/
watch?v=8aGg8v3xcBk
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Figura 2.2. Ejemplo de cono.

Elementos de la circunferencia

La circunferencia estd compuesta de diferentes elementos, a saber, centro, radio, didme-
tro, cuerda, secante, tangente y arco. Hablaremos de ellos a continuacion.

Centro
El centro es el punto fijo del cual equidistan todos los puntos de la circunferencia, y apa-
rece representado como O en la figura 2.3.

Radio

El radio es el segmento de recta que une el centro con cualquier otro punto de la circun-
ferencia. En la figura 2.3 aparece dibujado un radio, el segmento OH.

Diametro
El didmetro es toda cuerda que pasa por el centro. En la figura 2.3 se aprecia el didametro
formado por los puntos A y B. Visto de otra forma:
AB=AO+OB=r+r=2er

El didmetro es un elemento importante para la circunferencia y cuenta con una serie
de propiedades importantes, que son:

* Un diametro divide a la circunferencia (y al circulo) en dos partes iguales.

* El diametro es la mayor cuerda de la circunferencia.

» Todo diametro perpendicular a una cuerda divide a ésta y a los arcos subtendidos

en partes iguales.
Como dato adicional, el radio mide la mitad que el diametro.



Cuerda | A

La cuerda es el segmento determinado por dos puntos de la circun- \C
ferencia; por ejemplo, el segmento CD en la figura 2.3.

Secante

La secante es una recta que tiene dos puntos comunes con la cir- 0] G
cunferencia. En la figura 2.3, la secante estd representada por la
recta que pasa por los puntos E y F. Como se puede observar, exis-

ten dos puntos de la recta que tocan a la circunferencia. e D

Tangente B
La tangente, a diferencia de la secante, sélo comparte un punto en
comun con la circunferencia. Este punto se denomina como punto Figura 2.3. Elementos de la

de tangencia o punto de contacto. En la figura 2.3 la tangente esta representada por el  circunferencia: radio OH, cuerda CD,
secante EF, tangente JI, diametro AB.

segmento de recta definido por los puntos J e /. El punto de tangencia o de contacto apa-
rece en la imagen como el punto P.

Arco

El arco de la circunferencia comprende una parte de la misma, aunque la porcidn es una
curva en lugar de un segmento recto. Un ejemplo de este elemento se puede apreciar en
la figura 2.3 con los puntos A y C, los cuales forman un arco.

Actividad de desarrollo Responsabilidad

e Genérica: 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, conside-
rando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

MPETENCIA o e . . - ,
COMEERERCIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de
la informacién y la comunicacién.
e Elige las fuentes de informacidon mas relevantes para un propésito especifico y discrimina entre
ATRIBUTO ellas segln su relevancia y confiabilidad.

1. En pareja, investiguen en libros, enciclopedias o internet los siguientes términos:
e Trapecio circular.
e Corona circular.

e Angulos centrales y arcos correspondientes.

Igualdad de angulos y arcos.

Desigualdades de angulos y arcos.
2. De acuerdo con lo investigado, respondan en su cuaderno lo siguiente:
e El angulo es el que tiene su vértice en el centro de la circunferencia.
e E| correspondiente es el comprendido entre los lados del dngulo central.

e En una misma circunferencia o en circunferencias que sean iguales los angulos centra-
les y arcos son iguales. ( ) Verdadero ( ) Falso

o es la porcion de plano limitada por dos circunferencias concéntricas.

o es la porcion de plano limitada por dos circunferencias concéntricas y
dos radios.

3. Entreguen sus respuestas a su profesor.

VALORES
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En el video “Cémo com-
pletar cuadrados - Método
facil” se explica, de
manera sencilla,

cdmo resolver este

tipo de ecuaciones.

https://www.
youtube.com/
watch?v=
Aw1rdHUXPI

e

TIC
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Representacion matematica
de la circunferencia

Ecuacion ordinaria de la circunferencia

La circunferencia es el lugar geométrico de un punto que se mueve en un plano de tal
forma que siempre conserva una distancia constante con respecto a otro punto fijo en el
mismo plano. El punto fijo, como ya se ha mencionado, corresponde al centro de la circun-
ferencia, mientras que la distancia constante corresponde al tamafio del radio. Con estos
elementos es posible enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1: La circunferencia cuyo centro es el punto (h, k) y cuyo radio es la cons-
tante r tiene por ecuacion:

(x=hy+(y—k)’=r> (4)

Para el caso particular en que el centro de la circunferencia se encuentre en el origen,
es decir, h = k=0, tenemos lo siguiente:

Xy =1

La ecuacién anterior se conoce como la forma candnica de la circunferencia y es la
forma mas simple de la ecuacién ordinaria.

Por el teorema 2.1 sabemos que, si se conocen las coordenadas del centro y la longi-
tud del radio, la ecuacidn puede escribirse de manera inmediata.

Ecuacion general de la circunferencia

La forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia es la manera mas sencilla de repre-
sentar a dicho elemento geométrico. El calculo de la misma requiere conocer el centro y
el radio de la circunferencia. Existe, sin embargo, otra forma de representar la ecuacion
de la circunferencia, conocida como la forma general de la circunferencia, que toma como
punto de partida a la forma ordinaria.

Desarrollando la ecuacion ordinaria de la circunferencia (x — h)? + (y — h)? = r2, se ob-
tiene lo siguiente:

x2+y2=2hk-2ky+h?+h?+k*-r?=0
Simplificando la ecuacion anterior tenemos:
X*+y?+Dx+Ey+F=0 (5)
De la ecuacién (4) es facil advertir que:
D=-2h, E=-2k, F=h%*+k?-r?
A la ecuacién x2 + y? + Dx + Ey + F = 0 se le conoce como la forma general de la ecua-
cién de la circunferencia.

TEOREMA 2.2: La ecuacion x* + y2 + Dx + Ey + F = 0 representa una circunferencia de
radio diferente de cero solamente si:

D2+ E?-4F>0

D E .
Las coordenadas del centro son [—5,—5] y el radio es 1\/02 +E>—4F.
2

A continuacion, se demostrard la forma de pasar de la ecuacién (4) a la (5). Para lo
anterior se empleara el método de completar cuadrados. Como primer paso se ordenan
los términos de (5), de lo que resulta lo siguiente:

(x*+Dx) + (y? + Ey) =—F

Como segundo paso, sumamos - ;. £~ en ambos lados de la igualdad; el resultado es:
4 E |

EZ
2
+Ey+—
yitEy

_ D*+E*-4F
4

2
xz+Dx+% +




Factorizando el lado izquierdo de la igualdad obtenemos: c%@

Sioa
2 2
D E| D*+E*-4F BES \
X+=| +ly+=| =——— (5
2 2 4 Cuando se proporcione la
ecuacion general de una
Comparando las ecuaciones (4) y (6), se puede observar que el valor del segundo circunferencia es recomen-

dable reducir la ecuacid

miembro de (6) determinara si la ecuacion representa o no una circunferencia. Existen B
a la forma ordinaria por

n

tres casos posibles por considerar: el método de completar

. ., . . cuadrados.
e Si D>+ E> - 4F > 0, la ecuacidn (5) representa una circunferencia de centro en el

punto [—ZB—E] y radio igual a %\/DZ+E2—4F.

e SiD?+ E?2—-4F =0 la ecuacidn (6) representa una circunferencia de radio cero, lo

que corresponde a lo que se conoce como circulo punto o circulo nulo. En otras

palabras, la ecuacidn (6) representa un sélo punto, de coordenadas [—23,—5 .

e SiD2+E2—-4F <0, la ecuacion (6) representa a un circulo imaginario o, dicho de otro
modo, no representa un lugar geométrico.

Ejemplo:
Encontrar la ecuacion general de la circunferencia con centro en (2, —3) y radio r = 5. Para
dar solucidn a este problema se sustituye el centro y el radio en la ecuacién ordinaria y se
transforma a su forma general:

(x=h)?*+(y—k)2=r

En el video “Ec. gral. cir-

(x=2)+(y—(=3))0+(5) cunfe‘rencia, dado centroy

radio | fuera origen”
2 2 —

(x=2)"+(y+3)=25 se muestra la forma

X2—Ax +4 + y2 + 6y +9=25 general de la ecua-
cion de la circunferen-

X +y?4x+6y—12=0 cia, junto con algunos
ejemplos.

Por tanto, se concluye que la ecuacion general de la circunferencia dada es .
https://www.youtu-

X+y2—Ax+6y—12=0 be.com/watch?v=iSTj-0ZA1PkP

S

TIC

ACtiVidad de d&S&I‘I’O"O Cooperacion

e Genérica: 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, conside-
rando otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMPETENCIAS ol e . - - ,
ol analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de
la informacién y la comunicacién.
¢ Elige las fuentes de informacidn mas relevantes para un propésito especifico y discrimina entre
ATRIBUTO ellas de acuerdo a su relevancia y confiabilidad.

1. En equipo de tres integrantes, realicen lo siguiente:

e En una hoja cuadriculada, de preferencia de cuadro pequeno, tracen un plano carte-
siano y en él dibujen dos circunferencias. Utilicen para ello dos monedas de diferente
tamano.

¢ Para cada circunferencia, calculen lo siguiente:
— El radio.
— El diametro.
— Una tangente.

VALORES
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— Una secante.

— La ecuacion ordinaria de la circunferencia.

2. Entreguen la hoja y los calculos a su profesor.

[37.

DES

78

En el afio 2002, el japonés
Akira Haraguchi rompié el
récord mundial recitando
durante |3 horas 83431
digitos del nimero Pi sin
parar, doblando el anterior
récord en posesion del
también japonés Hiroyu-
ki Goto. El 4 de octubre
de 2006, ala 1:30 de la
madrugada, y tras 16 horas
y media, Haraguchi volvié
a romper su propio récord
recitando 100000 digitos
del nimero Pi, realizando
una parada cada dos horas
de 10 minutos para tomar
aire.

Obtencion de ecuaciones de Ia
circunferencia

En este apartado, aprenderas a resolver distintos problemas relacionados con el calculo
de circunferencias.

Valoracion de condiciones y datos

Para resolver problemas relacionados con el calculo de la circunferencia se deben conocer
dos elementos importantes:

e El centro C de la circunferencia, dado en coordenadas.

* El radio r de la circunferencia.

A partir de esta informacidn se presentan los siguientes escenarios:

e Circunferencia con centro C en el origen de las coordenadas, es decir, C (0 ,0).

e Circunferencia con centro C fuera del origen de las coordenadas, es decir, C (x, y).

Recordemos también que la forma general de la ecuacidn de la circunferencia puede
transformarse en la forma ordinaria. Por lo tanto, las condiciones necesarias para resolver
un problema son semejantes.

Formas de obtencion de lIa ecuacion de la
circunferencia

En esta seccidn analizaremos los casos en que la circunferencia tiene centro en el origen
y fuera del origen.

CASO A: Circunferencia con centro C en el origen, C (0, 0)

La figura 2.4 ilustra el caso en el que el centro se encuentra en el origen. Los datos

que se tienen son:

e Centro: C(0, 0).

* Radio: r=|x | = |x,|= |-y,| = |y,| Recordemos que la distancia del centro a cualquiera
de los puntos de la circunferencia es la misma, por lo que cualquiera de los puntos
dados puede ser utilizado para indicar el valor del radio.

e Cuatro puntos a una misma distancia del centro.

Tomando en cuenta que el centro esta en el origen se debe utilizar la forma candnica

de la ecuacion de la circunferencia: x* + y* = r’.

P> (0,y2)

Ps (X3,0)

y ot

P4 (0,-ya)

Figura 2.4. Circunferencia con centro C en el origen y cuatro
puntos dados.



Otro caso que se presenta cuando el centro se encuentra en el origen es tener sélo un
punto P con coordenadas x y y diferentes de cero. Entonces, los datos que se tienen son:

e Centro: C(0,0).

e El radio r es desconocido pero es posible calcularlo utilizando el punto P como
referencia.

El radio puede calcularse utilizando la formula de la distancia entre dos puntos. De
esta manera:

=i, =%, (v, -y, )
r=+/(x=0) +(y -0y
Una vez resuelta la ecuacion basta con aplicar, como antes, la forma candnica de la

ecuacion de la circunferencia.
Otra situacion que se puede presentar es que el problema describa dos puntos opues-

tos de la circunferencia, cuya distancia corresponde al didmetro de la misma. Para solucio- ——— ABANDONO
nar esta otra situacion se procede como en el caso anterior sélo que el calculo de la distancia
sera entre dos puntos de la circunferencia y no entre un punto y el centro. Entonces: Nunca consideres el estudio como

d =i, —x ) +y, -y una obligacién, sino como una opor-

tunidad para penetrar en el bello y

En este caso d representa al diametro, asi que: maravilloso mundo del saber”.

r= 5 Albert Einstein

Con esta informacién ya es posible aplicar la forma candnica de la ecuacion de
la recta.

Por ultimo, otro caso que se puede presentar es cuando se tiene como dato adicional
el valor del drea del circulo delimitado por la circunferencia con centro en el origen.

El drea del circulo esta dada por la siguiente ecuacion:

A=mer?

Dado que el dato que se conoce es precisamente el area del circulo, al despejar la
ecuacion anterior tenemos:

=r?

FRFy

Una vez descubierto el valor del radio ya es posible aplicar la forma candnica de la
ecuacion de la circunferencia: x* + y? = r’.

Como ejemplo, supongamos que el area del circulo es A =10y que corresponde a una
circunferencia centrada en el origen; entonces: 10 =7 « r?

10
— = rZ
Y
10
—_—=r
r~1.78
Aplicando esta informacion a la forma candnica de la circunferencia, obtenemos:
X2+y2=r2
x2+y?=(1.78)
,. , 10
Xy E
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Cuando se tienen como datos iniciales el centro y el radio (o el didametro) de la circun-
ferencia el problema se reduce a encontrar los puntos que satisfacen la ecuacion. Recor-
demos que la ecuacion ordinaria de la circunferencia es:

(e=h)2+ (y = k2= 2

Ahora veremos por qué tiene esta forma la ecuacion ordinaria. Sea P(x, y) un punto
cualquiera de la circunferencia de centro C(h, k) y radio r. Entonces, de acuerdo con la
definicion de circunferencia, el punto P debe satisfacer la siguiente condicion:

[CP|=r
Al recordar la ecuacion de la distancia entre dos puntos, tenemos:
(x=h) +(y =k} =r
Por lo tanto:

Vx=h) +(y—k) =r

La ecuacion candnica es casi igual que la ecuacién ordinaria, con la diferencia que
el centro estd situado en el origen C(0,0). De esta manera, la ecuacion candnica tiene la

forma:
x2+yr=r2

CASO B: Ecuacidn de la circunferencia con centro C fuera del origen.

Para obtener la forma general de la circunferencia se pueden
utilizar dos métodos:

e Método por desarrollo.

e Método con las férmulas conocidas.

Para ilustrar ambos métodos, vamos a considerar la figura 2.5,
gue muestra una circunferencia con centro C(2, —3) y radio r = 5.

Figura 2.5. Circunferencia con centro Método por desarro"o

distinto al origen.
Dado que conocemos el centro y el radio de la circunferencia, es posible aplicar directa-

mente la forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia. De esta manera, tenemos:
(x=h)?>+(y—k)?=r?
(x=2)*+(y—(-3))* =5
(x=2)2+(y+3)?=25
Al desarrollar los binomios tenemos:
(x=2)(x=2)+(y+3)(y+3)=25
(x2=2x-2x+4) + (y>+ 3y +3y+9) =25
(x2—4x+ 4)+ (y*+6y+9) =25
Antes de continuar con el desarrollo, recordemos la forma general de la ecuacién de
la circunferencia:
x2+y?+Dx+Ey+F=0
Entonces, ordenando la ecuacion anterior de acuerdo con la forma general obtenemos:
x?2+y?—4x+6y=13-25=0
x*+y?—4x+6y—12=0

Esta Ultima ecuacion representa la forma general de la ecuacién de la circunferencia
con centro Cen (2,-3) y radio r = 5.

Método con las formulas conocidas

Regresando a la definicion del problema, conocemos que el centro esta ubicado en el
punto (2, —3) asi como que el radio es r = 5.
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D E
Sih=-——,ent D==2h,ysik=-—,ent E==2k. Ademas, si r =/(n* +k*> - F
i , » entonces LY Si , »entonces emas, si r=+/(h* +k ,

entonces F=h" +k>-r’.
— ABANDONO
Dado que C(3, —3) corresponde a C (h, k), se tiene que: —

D=—2h—-2(2)=4 Cualquier persona que deja de

E=-2k=-2(-3)=6
F=h +k*—r’=2"+(-3)-25 =4+9-25=-12

aprender es viejo, ya sea a los veinte
o a los ochenta. Cualquiera que sigue
aprendiendo se mantiene joven. La

Estos datos se sustituyen en la forma general: cosa més grande en la vida es mante-

X2 +y2+Dx+Ey+F=0 ner la mente joven”.

Henry Ford
x2+yr+4x+6y—12=0

De esta forma, obtenemos la forma general de la ecuacién de la circunferencia.

Ecuacion de la circunferencia dados tres puntos

En la ecuacién ordinaria de la circunferencia, (x —h)* 4 (y —k)* =r?, hay tres constantes
independientes: h, ky r. De manera semejante, en la ecuacion general:
x2+y*+Dx+Ey+F=0

existen tres constantes independientes, D, E y F. Recordemos que la ecuacién de toda
circunferencia puede escribirse mediante la forma general o bien la forma ordinaria. Asi,
la ecuacién de cualquier circunferencia puede obtenerse determinando los valores de tres
constantes. Lo anterior requiere de tres ecuaciones independientes, las cuales se obtie-
nen a partir de tres condiciones también independientes. Por lo tanto, la ecuacién de una
circunferencia se determina completamente por tres condiciones independientes.

Veamos lo anterior a través del siguiente ejemplo: determinar la ecuacidn, centro
y radio de la circunferencia que pasa por los puntos A(-1, 1) y C(5, — 3). Para comenzar,
supongamos que la ecuacion buscada esta en la forma general:
x2+y2+Dx+Ey+F=0
De esa manera, deben determinarse las constantes D, Ey F.

Dado que los puntos proporcionados estan en la circunferencia, éstos deben satis-
facer la forma general de la circunferencia. Segun lo expuesto, es posible construir las
siguientes ecuaciones:

(-1,1):1+1-D+E+F=0
(3,5):9+25+3D+5E+F=0
(5,-3):25+9+5D-3E+F=0

Al simplificar, obtenemos:
D-E-F=2
3D+5E+F=-34
5D-3E+F=-34

La solucion de este sistema de tres ecuaciones nos da:

p=_32 . 8 [ 34
5 5 5
Ahora bien, cuando se sustituyen estos valores en la forma general, tenemos:
)iayi 3L, 8 34 _
5 5 5

5x2+5y2—32x—8y—34=0
De esta manera, se ha obtenido la forma general de la ecuacidn de la circunferencia.
Para obtener el centro y el radio se debe reducir esta forma general a su forma ordinaria:
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<X—£>2+ <y_i>2=ﬂ
5 5 25

De la expresion anterior es facil advertir que el centro es <
L a4z,
5

16
51

4 > .
— el radio es
5 y

Actividad de desarrollo soicariiad (D)

VALORES

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-
blecidos.
compeTencias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
D y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

e Construye hipétesis, y disefia y aplica modelos para probar su validez
ATRIBUTO

1. En pareja, realicen lo siguiente:

e Hallar la ecuacion, centro y radio de la circunferencia que pasa por los puntos (6,2) y
(8,0), y cuyo centro esta sobre la recta 3x+ 7y + 2 = 0.

e Discutan el procedimiento a utilizar y generen el algoritmo para dar solucion al pro-
blema planteado.

e Sigan el algoritmo que desarrollaron para encontrar la respuesta al problema.
e Grafiquen la circunferencia indicando el centro, el radio y los dos puntos dados.

2. Comparen sus resultados con el resto de parejas del grupo.

m Solucion de problemas cotidianos,
——AsaNnovo —— empleando la circunferencia

“Profundiza lo suficiente en cualquier
En esta seccidn aprenderas a resolver problemas practicos de la vida diaria a través del

cosa y encontraras las matematicas”. 3 ; )
calculo de circunferencias.

Dean Schlicter

Familia de circunferencias

En temas anteriores se demostré que una circunferencia y su ecuacidn se determinan,
cada una de ellas, por tres condiciones independientes. Una circunferencia que satisface
menos de tres condiciones independientes no es Unica. La ecuacién de la circunferencia
que satisface unicamente a dos condiciones independientes contiene una constante arbi-
traria llamada parametro. Entonces, dicha ecuacién representa a una familia de circunfe-
rencias de un parametro. Por ejemplo, la familia de todas las circunferencias concéntricas
cuyo centro comun es el punto (1,2) tiene por ecuacion:
(x=12+(y—-2)2=k
donde el pardmetro k es cualquier nimero positivo.

Consideremos ahora el caso de las familias de circunferencias que pasan por las inter-
secciones de dos circunferencias dadas.
TEOREMA 2.3: Si las ecuaciones de dos circunferencias dadas cualesquiera C, y C,son:

C x>+y’+Dx+Ey+F =0
Cix’+y*+Dx+Ey+F,=0

82



Entonces la ecuacidn:
CioxX+y’+Dx+Ey+F +k(*+y*+Dx+Ey+F)=0
representa una familia de circunferencias que tienen su centro en la recta de los centros
deC yC,.
Para este tipo de familias se deben considerar los siguientes casos:
* Si C, y C, se intersecan en dos puntos diferentes, la ecuacion representa todas las
circunferencias que pasan por los puntos de interseccion C, y C,, considerando a k
#-1.
* Si C, y C, son tangentes entre si, la ecuacion representa, para todos los valores de
k # -1, todas las circunferencias que son tangentes a C, y C, en el punto de inter-
seccion.
* Si C,y C, notienen ningln punto comdn, la ecuacion representa una circunferencia
para cada valor de k # —1. Ningun par de circunferencias de la familia tiene asi un
punto comun con alguna de las dos circunferencias C, o C,.

llustremos lo anterior con el siguiente ejemplo: escribir la ecuacién de la familia de
circunferencias C, cuyos miembros pasan por la interseccion de las circunferencias C, y C,,
representadas por las ecuaciones:
C,: X +y —6x+2y+5=0
C,:x*+y*—12x-2y+29=0

Asimismo, encontrar el miembro de la familia C, que pasa por el punto (7,0).
Para comenzar, debemos tomar en cuenta que el teorema 2.3 utiliza k como parame-
tro; por tanto:
C,: (X" +y* —6x+2y+5)+k(x* +y* —12x+2y+29=0

Dado que conocemos el punto de interseccion, el siguiente paso es cambiar x por 7
y y por 0.

(72 +0% —=6(7)+2(0)+ 5)+ k(7> + 0% —12(7) + 2(0) +29) =0
(49—42+5)+k(49-84+29)=0
12+ k(-6)=0
K=2
Al sustituir el valor encontrado para k en C,, tenemos:
C,:3x* +3y’ -30x-2y+63=0

A partir de esta expresién podemos deducir el centro y el radio, factorizando la
ecuacion:

C,:(x=5)*+ (y_%>z=%

Por tanto, el miembro requerido de la familia de circunferencias tiene su centro en

1
[5,—] y un radio igual a ,/ﬂ
3 3

Problemas de aplicacion

Comencemos este apartado con el planteamiento de un problema en particular: demostrar,
analiticamente, que cualquier angulo inscrito en una semicircunferencia es un dngulo recto.

La demostracién no perderd generalidad si tomamos como centro de la semicircun-
ferencia el origen, tal y como se muestra en la figura 2.6. La ecuacién de la semicircunfe-
rencia es:

x2+y2=r?

— ABANDO[\IO

“Una experiencia nunca es un fracaso,

pues siempre viene a demostrar algo”.

Thomas Alva Edison
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La anterior ecuacién es la forma candnica de la circunferencia. Ahora bien, sean
P, (x;,y,) un punto cualquiera de la semicircunferencia y A y B los puntos extremos del
diametro de la semicircunferencia. De esta manera, las coordenadas de Ay B son (-, 0)
y (r, 0), respectivamente. Como primer paso se necesita demostrar que el segmento P A
es perpendicular al segmento P B. Lo anterior quiere decir que, si las pendientes de P Ay
P,B son m y m,, respectivamente, se requiere demostrar que:

mm,=-1
como establece la condicion de perpendicularidad vista en la unidad anterior. En
consecuencia:

e
x, +r x —r
De las expresiones anteriores se concluye que:
A mm, = zy1 2
X1 -r
Sin embargo, sabemos que P, estd sobre la semicircunferencia y
P (x1,y1) que sus coordenadas son (x,, y,), por lo que deben satisfacer su ecua-
cion. De esta manera, tenemos:
x2+y’=r?
A B De donde:
> 2 2 2
(_rlo) (r,O) =
No es dificil ver que esta ultima ecuacidén corresponde a la con-
v dicion de perpendicularidad dada anteriormente, lo que completa la

Figura 2.6. Angulo inscrito en una
semicircunferencia.
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demostracion.

Graficado de la circunferencia

En otros temas de esta unidad hemos estudiado las féormulas de la circunferencia y se han
presentado las graficas correspondientes a algunas de estas féormulas. En esta seccion, se
explicara brevemente coémo graficar dichas funciones utilizando la herramienta de Micro-
soft Excel.
Es importante resaltar que la aplicacidon no se encargara de encontrar la solucién a un
problema, sino que sirve de apoyo para la visualizacion de los datos.
Los siguientes pasos ilustran como graficar la ecuacidn de una circunferencia en Excel:
1. El primer paso corresponde a tener la ecuacidn lista. Para este ejemplo utilizare-
mos la siguiente ecuacion: x*> 4 y*> —4x+6y—-12 =0, pero en su forma simplificada:
(x=2) +(y+3)° =25
2. Abrir la aplicacion Excel.
3. En la celda [Al] insertar la ecuacién como leyenda de la celda, esto es:
(x=2) +(y+3)" =25
4. El siguiente paso consiste en despejar y de la ecuacion:

(y+3) =25-(x-2)
y+3=1+/25—(x—2)
y=+/25—(x-2)*-3

5. Encontrar las raices de y utilizando la ecuacién general:
y==4+/25-(x-2)" -3

y, =v25-(x-2)" -3

y, = —\25-(x-2)’ -3

6. En las celdas [A3], [B3] y [C3] colocamos las leyendas X, Y1y Y2, respectivamente.
Donde, Y1y Y2 son los resultados de las raices antes mencionadas.



7. A partir de la celda [A4] a la celda [A37] inser-
tamos la serie de nimeros que va de [-3 -7]. 2
El incremento entre cada nimero es de 0.4. Se 0 - —o
recomienda hacer el incremento manual debido 14 -2 5 2 '—'Z 6 8
a problemas encontrados al hacerlo de manera =
automatica. ( 4 )
8. Enla celda [B4] insertamos la siguiente formula: -6
=RAIZ(25-A4-2)?) —5. Esta férmula corresponde 8 /
a la primera raiz de y. be e e o
9. Copiamos la férmula anterior en las celdas infe- ::
riores considerando que la formula esté asociada 4z
al valor correspondiente de la fila en la columna ——series 1 —— series 2
[A]. Por ejemplo, para la fila [B5] le corresponde
el valor de la columna [A5] y asi sucesivamente. Figura 2.7. Ejemplo de grafica en
10. En la celda [C4] insertamos la siguiente formula: = —RAIZ(25V —(A4 2)?) —5. Microsoft Excel.
Esta féormula corresponde a la segunda raiz de y.
11. Se sigue la misma instruccion que en el paso 9. q
12. Seleccionamos todos los valores numéricos. - 0
13. Se debe buscar el menu de INSERTAR / Gréficos / Dispersion / Dispersidn con -5 5 10
lineas suavizadas y marcadores. - Y
14. De esta manera se dibujara la figura 2.7. -
Como se puede observar la figura parece ser una elipse pero en realidad tal pers- 4
pectiva se debe a la proporcion del eje x y y. { 6 '}
Ante este caso solo basta con redimensionar la figura para obtener el resultado
esperado, como se muestra en la figura 2.8. 8 ‘,-
Los pasos mostrados son un ejemplo de cdmo se puede generar una grafica utili- ]
zando la herramienta Excel, sin embargo, existen muchas otras opciones en linea que 15

también se pueden utilizar para graficar una funcion.

Actividad de cierre

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos estableci-

—e—Series 1 —e— series 2

Figura 2.8. Ejemplo de gréfica en
Microsoft Excel redimensionada.

Confianza

VALORES

dos.
competencias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
- y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.
e Construye hipétesis, y disefia y aplica modelos para probar su validez.

ATRIBUTO

1. En equipo de tres integrantes, realicen los siguientes ejercicios:

Para la circunferencia anterior, tracen:

— Un arco.
— Una secante.
— Una semicircunferencia.

Realicen las graficas en Excel.

2. Entreguen sus resultados a su profesor.

Dibujen una circunferencia con centro en el origen y con radio r= 15.

Encuentren la forma general de la ecuacion de la circunferencia.

Conviertan el resultado de la forma general a la forma ordinaria.

TIC
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[g Recapitulacion

Preevaluacion

Recapitula lo que aprendiste en el "Resultado de aprendizaje 2.1" y preparate para realizar la siguiente actividad de
evaluacion.

1. Completa cada concepto escribiendo su definicion.

Arco:

-

. Cuerda:

-

— Diametro:

Elementos de

circunferencia e

— Secante:

-

— Tangente:

-

L Segmento circular:

Realiza tu evaluacién parcial.

1. Relaciona, mediante una linea, las ecuaciones con su nombre correcto.

( Representacion grafica de la circunferencia J

( ( 7 .
Forma canénica de

X+ Y= la ecuacion de la
) circunferencia.

Forma ordinaria de
(x=h)+(y—k)=r la ecuacién de la
) circunferencia.

( (
Forma general de

X+ +Dx+Ey+F=0 la ecuacion de la
) circunferencia.

Valor: 3 puntos
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Actividad de evaluacion 2.1.1 Laboriosidad

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-

blecidos.
e Disciplinar: 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacién de procedi- EVALUACION
COMPETERCIAS mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensién y analisis de y
situaciones reales, hipotéticas o formales. @
TIC
e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo coémo cada uno de sus °
ATRIBUTO pasos contribuye al alcance de un objetivo. RUBRICA

1. De manera individual, representa graficamente la circunferencia, a partir del analisis de su ecuacién
y la determinacién de sus elementos, para la solucién de situaciones de su entorno. Para ello, haz
lo siguiente:

2. Gréfica de la circunferencia con centro en el origen.

1) Hallar la ecuacion de la circunferencia de cada uno de los siguientes casos:

a.C(0,0),r=3 b. €(0,0), r = 2 c. C(0,0), r = 2%

2) Hallar el centro y el radio de las circunferencias de los siguientes casos y generar la grafica co-
rrespondiente:
a.x’>+y?=144 b.x2+y2=% c. x>+y?=100

3) Calcula la ecuacion de dos circunferencias con centro en el origen solicitadas por tu profesor y
realiza su representacion grafica.

4) Plantea y resuelve un problema de la vida cotidiana, en donde apliques la ecuacion de la circun-
ferencia con centro en el origen.

3. Gréfica de la circunferencia con centro fuera del origen.

1) Determina la ecuacion de la circunferencia generando la grafica correspondiente a cada caso:
a. C(-2,0),r=2 b. ¢(3,0), r= 2% c. C(4,0),r=0.25

2) Calcula la ecuacion de la circunferencia y grafica el resultado correspondiente:
a. C(-2,0),r=2 b. €(3,0), r = 1% c. C(4,0),r=0.25

3) Determina la ecuacién general de cada circunferencia con su respectiva grafica:
a.x*+(y—3)?=8 b. x>+ (y+2)*=3 c. x>+ (y—5)2=4

4) Identifica los diferentes procedimientos que seguiste para encontrar la soluciéon de cada uno de

los problemas anteriores. Redacta, de manera general, cada uno de los diferentes procedimien-
tos que seguiste.

5) Calcula dos ecuaciones con centro fuera del origen solicitadas por tu profesor y realiza su repre-
sentacion grafica; ademas, describe por escrito el desarrollo del procedimiento efectuado.

6) Plantea y resuelve un problema de la vida cotidiana en donde apliques las ecuaciones de la cir-
cunferencia con centro fuera del origen.

4. Gréafica de la circunferencia dados tres puntos.
1) Encuentra la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos (3, 5), (-3,1) y (1, 5).
a) Determina el centro de la circunferencia.
b) Determina la longitud del radio.
c¢) Simplifica la ecuacion general a su forma ordinaria o canénica.
d) Elabora la gréafica correspondiente utilizando una hoja milimétrica.
e) Finalmente, grafica la ecuacién utilizando el programa Microsoft Excel.

5. Pasa a hojas blancas el trabajo realizado en los puntos 2, 3y 4, con limpieza incluyendo el titulo de
cada punto, no olvides hacer una portada con tus datos y anexar la grafica de Exel impresa y en
USB o CD.

6. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 2.1.1, de tu “Autoevaluacion” que
se encuentra al final de esta unidad en la seccion “Instrumentos de evaluacién” Revisa si cumples
con todos los indicadores de evaluacion e identifica la calificacion que estas en oportunidad de
obtener. De ser necesario, mejora tu trabajo antes de presentarlo.

7. Entrega tu trabajo al profesor.
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2.2 Representa graficamente la parabola,
mediante su ecuacion o elementos que la
Integran

Si acudimos al diccionario, éste dice que pardbola significa “comparacion”, y es el sentido
que se utiliza cuando se habla de una narracién con una ensefianza moral. Sin embargo,
en matematicas tiene un significado distinto, aunque la idea de igualdad que proporciona
el término “comparacion” tiene algo de aplicacion. En esta seccidn describiremos cémo se
construye y qué elementos constituyen la curva denominada parabola.

Representacion grafica y elementos de la
parabola

En esta seccidn, estudiaras a detalle cada uno de los elementos que conforman una para-
bola y como representarla graficamente.

ACtiVidad de iniCiO Respeto
VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cddigos y herramientas apropiados.

CONFEIENCISRY Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques. Ef '\
TIC
* Maneja las tecnologias de la informacién y la comunicacién para obtener informacion y expresar
ATRIBUTO ideas.

1. En pareja, a través de libros y fuentes de internet, realicen las siguientes actividades:

2. Investiguen el significado de los siguientes términos:
e Parabola.
¢ Foco.
e Directriz.
e Veértice.
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3. Una vez recabada la informacién, tracen una circunferencia de cualquier tamano de ra-
dio, asi como una parabola de cualquier tamano. Para simplificar el proceso, intenten que
ambas figuras sean de un tamano similar, y determinen las diferencias entre ellas.

4. Listen tres actividades fisicas que permitan crear una trayectoria en forma de parabola,

y describan el proceso.

5. Discutan sus respuestas de manera grupal y hagan una demostracién de una de las acti-

vidades fisicas que plantearon.

La parabola como lugar geométrico

Una parabola es el lugar geométrico de un punto P(x, y) que se mueve \

en un plano de tal manera que su distancia con respecto aunarectafijal - =5 e
(directriz), situada en el mismo plano, es siempre igual a su distancia
con respecto a un punto fijo F (foco) del plano y que no pertenece a la .

recta. En los siguientes ejemplos veremos cémo emplear estas defini-
ciones para encontrar la ecuacién que corresponde a esta curva.

Ejemplo 1:
Determinar la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan
del punto F(0, 3) yde larectay +3=0.

Para comenzar con la solucidn de este problema necesitamos la férmula para medir
la distancia entre dos puntos:

d:\/(xz-xl)2 +(y,-v,)
Ademas, requerimos la férmula para calcular la distancia a un punto de una recta:

_Ax+By+C
A’ + 8

A partir de estas ecuaciones se obtienen las distancias del punto P(x, y) a Fy a la recta:

PF=\x +(y-3¢, pp=—2E3
’OZ_"_lZ
Al igualar la distancia del punto P al foco F con la distancia del mismo punto P con la
directriz D, obtenemos:

d

VX +y—3) =y+3

El uso de un poco de dlgebra permite escribir:
(Vo -+ =37 =ty 3¢

El resultado que se obtiene corresponde a la ecuacidn del lugar geométrico solicita-
do, al que denominamos parabola:
X’ +y*-6y+9=y>+6y+9
x* =12y =0

Ejemplo 2:
Determinar la ecuacion del lugar geométrico de un punto que se mueve de tal manera que
su distancia al punto P(2, 1) siempre es igual a su distancia a la recta x + 2y —3 = 0.

Como en el ejemplo anterior, el primer paso es obtener las distancias correspondientes:

2y-3
PE=x-27 +(y-17, Pp=2E23
VI 2
Cuando se igualan las distancias dadas por las expresiones anteriores obtenemos la
siguiente ecuacion:
X+2y-3

Js

(x=2f +(y-17 =

Visita la siguiente liga y
grafica parabolas de manera
creativa.

http://sacrmate-
matica.blogspot.
mx/2008/07/la-

parabola.html




Al elevar al cuadrado ambos términos de la igualdad, llegamos a la siguiente expresion:

2
2 e
(Vox—2-+ -7 | = 22 3]
NG
Con un poco de algebra es posible reducir los términos semejantes, con lo que

obtenemos:
x>+ 4y* +9+4xy—6x—12y
5
5x* 4 5y> —20x—10y +25= x>+ 4y’ +9+ 4xy—6x—12y
4x* —4xy+y* —14x+2y+16=0

X —4x+4+y*-2y+1=

Esta ultima ecuacion representa el resultado del problema.

Elementos de la parabola

Los elementos de una parabola, ilustrados en la figura 2.9, son: foco, directriz, radio focal,
eje, parametro, vértice, cuerda, cuerda focal y lado recto. Las descripciones de cada uno
de ellos se presentan a continuacion.

c B Foco
El foco es el punto fijo en el plano que no pertenece a la parabola, repre-
sentado por el punto F en la figura 2.9.

[ L

Directriz
4 F Es una recta fija en el plano y, al igual que el foco, no pertenece a la para-

bola, representada por la recta / en la figura 2.9.

Radio focal o radio vector

; Si P es un punto cualquiera de la parabola, entonces el radio focal o radio
L '\.ﬁ_ yector es la r'ecta FP que une el foco F con el punto P; este elemento se

ilustra en la figura 2.9 con el segmento (PF).

C

Figura 2.9. Elementos de la parabola.

Eje de la parabola

Su simbolo es a. En la figura 2.9 es la recta a que pasa por Fy es perpendicular a /.

Parametro
Es la distancia del foco F a la recta directriz /, y se designa con la letra p.

Vértice

Es el punto de interseccion de la pardbola con su eje, y esta ubicado justo en la mitad del
segmento del eje de la pardbola que une el foco con la recta directriz. En la figura 2.9
aparece representado como V.

Cuerda

Es el segmento de recta, como BB’ en la figura 2.9, que une dos puntos cualesquiera dife-
rentes de la pardbola.

Cuerda focal

Ve el video “Concepto de nc‘ Es una cuerda que pasa por el foco, como CC' en la figura 2.9.

parabola y sus elementos” _

y reafirma tus cono- Lado recto

f;nr::”tos sobre este 3 Es la cuerda focal perpendicular al eje, como LL'en la figura 2.9. La longitud del lado recto
' se puede determinar mediante las coordenadas de sus extremos. Al sustituir a por x en la

E;t:]://v/\ggg’:gzgumbe‘ ecuacion y? = 4ax, que abordaremos mas adelante en este libro, se encuentra que:

YOPO4mtl_s&feature

=relmfu

y*=40’>, y=+2a
Por tanto, los extremos del lado recto son (a, —2a) y (a, 2a), lo que a su vez hace que

su longitud sea igual a 4a.
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Actividad de desarrollo

VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cddigos y herramientas apropiados.
comPeTENcias. | @ Disciplinar: 8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y
— . 16
cientificos.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.
ATRIBUTO
1. De manera individual, resuelve los siguientes ejercicios.

1) En el dibujo de la parabola identifica qué puntos co- A
rresponden a su foco y a su vértice. Describe con tus
propias palabras qué representan cada uno de los ele-
mentos de la parabola.

2) Grafica las siguientes parabolas en tu cuaderno:

a) y=2x-4 + x?

[ )
b) y=4x%?+4x+ 1y
c)y=(x-1)
2. Compara tus respuestas con otro companero y corrijan >

cualquier discrepancia con ayuda del profesor. Figura 2.10
Tipos de parabolas Glosario ~§@)
En esta seccion describiremos brevemente cada una de las parabolas segun su ubicacion ) .
con respecto al origen del plano cartesiano o coordenado. Para cada uno de los tipos, se szcr‘;‘i';: 3‘;‘: ?:r'ﬁ;::ej:z/?:é‘:el
dard una breve resefia de sus férmulas, que abordaremos a fondo mas adelante. Eundida én el centro que en los

bordes.

Vertical con vertice en el origen y fuera del origen
Con vértice en el origen A
Su foco esta sobre el eje y y son concavas hacia arriba o hacia abajo. La
figura 2.11- ilustra es.te tipo de pardbolas. F

Ecuacion canonica: [Ny L’

x*=4py

Foco: F(0, p)

Directriz (/):y=—p >

Ecuacion del eje: x=0 v

Ladorecto LL'=l4p]| /

. Figura 2.11. Parabola vertical con vértice
Concavidad en el origen.

® Sip >0 entonces la parabola es cdncava hacia arriba.
® Sip <0 entonces la parabola es cdncava hacia abajo.

Con vértice fuera del origen
Como en el caso anterior, su eje es paralelo al eje y son cdncavas hacia arriba o hacia
abajo. La figura 2.12 ejemplifica una parabola de este tipo.
Ecuacidn candnica:
(x—h)?=4p(y —k)
Ecuacion general:
Ax*+Dx+Ey+F=0
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o Vértice: V(h, k)
Foco: F(h, k + p)
Directriz (I): x=k—p
F Ecuacion del eje: x=h
L L Lado recto LL'= |4p|
VAP(x,y)
J Concavidad

- e Sip >0, entonces, la pardbola es concava hacia arriba.
~ . ra ’ . .
* Sip <0, entonces, la pardbola es concava hacia abajo.

Figura 2.12. Parabola vertical con vértice

en (h,k).
Parabolas horizontales, con vértice en y fuera del origen
Con vértice en el origen
El foco de este tipo de parabola estd sobre el eje x y son cdncavas hacia la derecha o a la
izquierda. La figura 2.13 describe este tipo de parabola.
Ecuacion candnica:
{ A L y*= 4px

Foco: F(p, 0)

Directriz (I): x=—p
Ecuacion del eje:y =0
Lado recto LL'= |4p|

vV F
Concavidad
® Sip >0, entonces, la parabola abre hacia la derecha.
® Sip <0, entonces, la parabola abre hacia la izquierda.
L'\

Figura 2.13. Parabola horizontal con

vértice en el origen. L. .
& Con vértice fuera del origen

En esta parabola su eje es paralelo al eje x y es cdncava hacia la derecha o izquierda. La
figura 2.14 muestra un ejemplo de una pardbola horizontal con centro fuera del origen.

Ecuacidn candnica:
(v —k)*=4p(x - h)
Ecuacion general:
P(x,y) Cy*+Dx+Ey+F=0
Vértice: V(h, k)

a V F Foco: F(h +p, k)

Directriz (/): x=h—-p

Ecuacion del eje: y = k
L’ Lado recto LL'= |4p |

Concavidad
Figura 2.14. Pardbola horizontal con e Sip >0, entonces, la parabola es cdncava hacia la derecha.
vértice en (h, k). ® Sip <0, entonces, la parabola es concava hacia la izquierda.

Cada uno de los diferentes tipos de parabola esta bien definido, por lo que resulta
recomendable llevar a cabo el graficado de cualquier problema relacionado con parabolas
para determinar a qué tipo pertenece. Con la informacién de la grafica se podra tener una
mejor nocion sobre qué férmula aplicar y como calcular los elementos de la pardbola.

Representacion matematica de la parabola
Ecuacion ordinaria o canénica de la parabola

Como hemos visto, la ecuacion de una pardbola toma su forma mas simple cuando su
vértice estd en el origen y su eje coincide con uno de los ejes coordenados.
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Comenzaremos enunciando el siguiente teorema y
con respecto a la ecuacién ordinaria o candnica de la
parabola.

TEOREMA 2.4: La ecuacion de una parabola con vértice < f >
en el origen y foco en (p, 0) es: F(p,0)
y?=4px

La parabola abre hacia la derecha si p > 0y abre ha-
cia la izquierda si p < 0, figura 2.16 a) y b). Por su parte,
la ecuacion de una pardbola con vértice en el origen y
foco en (0, p) es: FO,p)

x*=4py

La parabola abre hacia arriba si p > 0y hacia abajo X
si p <0, figura 2.16 c) y d). A este par de ecuaciones
se les conoce como primera ecuacion ordinaria de la
parabola. Ademds, dado que son las ecuaciones mas c)
simples de la pardbola, también son conocidas como
formas candnicas o reducidas.

Ejemplo 1:
Escribir la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en (0, 4).
La solucion del problema planteado viene dada por la siguiente ecuacion:
x*=4py
La distancia del vértice al foco es 4 y, por tanto, p = 4. Sustituyendo este valor en el
lugar de p, se obtiene la ecuacion pedida de la parabola:
x?=16y

Ejemplo 2:
Una parabola tiene su centro en el origen, su eje se extiende a lo largo del eje de las abs-
cisas y pasa por el punto (-3, 6). Encontrar su ecuacion.

La ecuacioén de la parabola es de la forma y? = 4px. Para determinar el valor de 4p, se
sustituyen las coordenadas del punto dado. Asi:

36=4p(-3) y 4p=-12

La ecuacion requerida es entonces y? = —12x. El foco esta en (-3, 0) y el punto dado

es el extremo superior del lado recto.

Con frecuencia, necesitaremos obtener la ecuacion de una parabo- y
la cuyo vértice no esté en el origen y cuyo eje sea paralelo, aunque no
necesariamente coincidente, a uno de los ejes coordenados. De acuer-
do con lo anterior, considera la figura 2.17, donde se muestra una pa-
rabola cuyo vértice es el punto (h, k) y cuyo eje es paralelo al eje x. Si
trasladamos los ejes del plano cartesiano.

Si trasladamos los ejes del plano cartesiano o coordenado de tal
manera que el nuevo origen coincida con el vértice, entonces, la ecua-
cion de la pardbola con referencia a los nuevos ejes y esta dada por: 0

< t > x
F(_ /0)
y? = 4px
b)
Y
X% = 4py
X
F(Q/-p)
d)

Figura 2.16. Ejemplo de parabolas con
vértice en el origen y foco en:
a) (p, 0), b)(-p, 0), ¢) (0, p) y d) (0, -p).

El siguiente teorema determina la ecuacién de una pardbola cuan-
do su vértice estd fuera del origen.

TEOREMA 2.5: La ecuacion de una parabola de vértice (h, k) y eje paralelo al eje x es
de la forma:

(y—k)*=4p (x—h)
siendo la longitud del segmento del eje comprendido entre el foco y el vértice.Sip >0, la
parabola abre hacia la derecha; si p < 0, la pardbola abre hacia la izquierda. Una conside-
racién similar aplica para la parabola con vértice (h, k) y eje paralelo al eje y:
(x—=h)*=4p(y - k)
Si p >0, la pardbola abre hacia arriba; si p < 0, la pardbola abre hacia abajo. El par de
ecuaciones anteriores se conocen como la segunda ecuacion ordinaria de la parabola.

Figura 2.17. Gréfica de la ecuacién de
la parabola con vértice en (h, k).
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a
A(3,6)

Ejemplo 1:
Hallar la ecuacion de la pardbola cuyo vértice es el punto V(3, 4) y
cuyo foco es el punto (3, 2).

Dado que el vértice Vy el foco F de una parabola estan sobre su

v(3,4)

F(3,2)

eje, y que cada uno de los puntos tiene la misma abscisa, se concluye
que el eje a de la parabola es paralelo al eje y, tal y como se muestra
en la figura 2.18.

Por lo tanto, la ecuacion de la pardbola es de la forma:

(x="h)>=4p (y—k)

A

0/

Figura 2.18. Ejemplo de una parabola
con centro en (h, k).
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El matematico griego
Apolonio (262 a.C.-200a.C.)
escribié el tratado
definitivo, Secciones cénicas,
sobre este tema. Superd los
trabajos de los geémetras
griegos anteriores y su obra
constituyd la piedra angular
del pensamiento acerca del
tema por mas de mil afios:
pasaron dieciocho siglos
antes de que Descartes
escribiera su libro La
Géométrie.
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\ = Como el vértice V es el punto (3, 4), la ecuacion puede escribirse
de la siguiente manera:
(x=3)*=4p(y-4)
Ahora bien, Ipl=[FVI=14-2I=2, pero el foco F estd abajo del vértice V, lo cual quiere
decir que la pardbola abre hacia abajo y p es negativa. Por lo tanto, p = -2 y la ecuacion

de la pardbola es:
(x=3)=-8(y—4)

Ejemplo 2:
Deducir la ecuacidn de la parabola con vértice en V (-3, —1) y directriz / = 3.

Debido a los puntos dados en el problema, deducimos que la parabola es céncava
hacia abajo, por lo que su ecuacién es de la forma:

(x—h)*=4p(y —k)

Ademas, se debe observar que el vértice esta 4 unidades debajo de la directriz, lo que
indica que la solucién adecuada de Ipl=4 es p = —4. Al sustituirh=-3, k=-1yp =—4 en
la ecuacion anterior, obtenemos lo siguiente:

(x=(=3))2=4(-4)(y - (-1))
(x+3)2=-16(y +1)
Esta ultima ecuacion es la respuesta solicitada.

Ecuacion general de la parabola

En temas anteriores se definid una circunferencia en términos de un conjunto de puntos.
El analisis demostrd que la ecuacion de la circunferencia era de segundo grado, o cuadra-
ticas, en dos variables. La ecuacion cuadrdtica general en x y y se puede expresar de la
forma:
Ax?+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

La grafica de una ecuacion de segundo grado en las coordenadas x y y se llama sec-
cion conica, o simplemente cdnica. Tal denominacion tiene su origen en el hecho de que la
curva se puede obtener como la interseccion de un cono circular recto y un plano.

A continuacidn, se describird la forma de obtener la ecuacion general de la pardbola.
Si desarrollamos y transponemos términos en la ecuacion ordinaria de la parabola, obte-
nemos lo siguiente:

(y—k)*=4p(x—h)
y2—2ky + k* = 4px — 4ph
y>—4px—2ky + k* + 4ph =0
La ultima expresidn puede escribirse como sigue:
y’*+a x+a’y+a3=0, cona, #0

donde a, = —4p, a,= —2ky a, = k* + 4ph. Reciprocamente, al completar el cuadrado
para la variable y se puede demostrar que una ecuacion de la forma anterior representa
una parabola cuyo eje es paralelo al eje x. Lo anterior seria como sigue:



(x—h)>=4p(y — k)
x2—2hx +h?*=4py—4kp
x*—4py—2hx+h%*+4py=0
Reescribiendo la Ultima ecuacién, tenemos:
x*+a'y+a',x+a’,=0cona’ #0

dondea’, =—4p,a',=2hya’,= h* + 4py.

En el caso en el que a, 0 @', sean iguales a cero, la expresion tendria la siguiente forma:
y’+a,+a,=0,6 ¥*+a',+a’,=0

Las ecuaciones anteriores son cuadrdticas con una Unica variable. Si las raices son
reales y desiguales, nombrémoslas r y r,, asi que la ecuacion con la variable y cuadratica
tendria la siguiente forma:

(y=—r)y-r)=0

El lugar geométrico correspondiente consta de dos rectas diferentes, y =r yy =r,,
ambas paralelas al eje x. Si las raices de la ecuacidn son reales e iguales, el lugar geométri-
co consta de dos rectas coincidentes representadas geométricamente por una sola recta
paralela al eje x. Finalmente, si las raices de la ecuacién son complejas, no existe ningun
lugar geométrico. Un andlisis similar aplica para la ecuacién (x — h)? = 4p(y — k).

TEOREMA 2.6: Una ecuacion de segundo grado en las variables x y y que carezca del tér-
mino en xy puede escribirse en la forma:
AX*+Cy’+Dx+Ey+F=0

SiA=0,C#0yD#0, laecuacion representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje
x. Si, en cambio, D = 0, la ecuacion representa dos rectas diferentes paralelas al eje x, dos
rectas coincidentes paralelas al eje x, o ningun lugar geométrico, segun que las raices de
Cy? + Ey + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o complejas, respectivamente.

SiA#0,C=0yE#0, la ecuacidn representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje
y. Si, en cambio, E = 0, la ecuacién representa dos rectas diferentes paralelas al eje y, dos
rectas coincidentes paralelas al eje y o ningun lugar geométrico, segiin que las raices de
Ax*+ Dx + F = 0 sean reales y desiguales, reales e iguales o complejas, respectivamente.

Ejemplo 1:
Demostrar que la ecuacién 4x*> — 20x — 24y + 97 = 0 representa una parabola; ademas,
encontrar:

® Las coordenadas del vértice y del foco.

e La ecuacion de su directriz.

¢ La longitud de su lado recto.

La ecuacion dada:

4x*—20x—24y+97=0

representa una parabola cuyo eje es paralelo al eje y, segun lo establecido en el teorema
2.6. Si reducimos la ecuacién anterior a la segunda forma ordinaria a través de completar
el cuadrado en x, obtenemos lo siguiente:

2
5
x——| =6(y-3
[ 2] (y—3)
De esta ecuacion deducimos que las coordenadas del vértice son:

-G

Como4p=6,p = Z y la parabola abre hacia arriba. Entonces, como el foco esta sobre
el eje de la parabola y éste es paralelo al eje y, las coordenadas del foco son:

F—(S 3+3>_(5 9)
“\2’7 2/ \2’2

La ecuacion de la directriz, por su parte, es:

_,. 3.3
y=°27273
Finalmente, la longitud del lado recto es: 14pl= 6.

Ve los videos “Obtener los ‘\nc“
elementos de la parabola
dada su ecuacion
general (utilizando
férmulas) - PARTE

1”y “Elementos de

la pardbola, dada su
ecuacion (PARTE 2)”

para reafirmar tus
conocimientos sobre

la ecuacion de la
parabola.

http://www.youtube.
com/watch?v=SycUaq
xfnOI&feature=fvsr

http://www.youtube.com/watch?v=oug
3labUtxY&feature=relmfu
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1.

Ejemplo 2:
Dibujar la grafica de la siguiente ecuacion:
y?+8x—6y+25=0
La ecuacion dada representa una parabola debido a que y aparece elevada al cuadra-
do mientras que x aparece en forma lineal. Es util reducir la ecuacion a la forma ordinaria
para facilitar el trazado de la grafica. Asi, al completar el cuadrado se obtiene:
y2—6y+9=—8x—-25+9
(y—-3)=-8(x+2)
El vértice se ubica en (-2, 3). Como 4p = -8y p = -2, el foco esta 2 unidades a la iz-
quierda del vértice. La longitud del lado recto es, entonces, igual al4pl=8, y el lado recto
se extiende 4 unidades por arriba y por abajo del foco.

Actividad de desarrollo Solidaridad

VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
comPeTENcias. | © Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
il

Y
TiC

¢ Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo, definiendo un
ATRIBUTO curso de accién con pasos especificos.

En pareja, resuelvan los siguientes ejercicios en su cuaderno:
1) Realicen la grafica del ejemplo anterior.
2) Calculen el foco de la parabola que tiene por ecuacion y? = 5x.

3) Hallen la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en el punto (8,0). Di-
bujen la paradbola resultante.

4) Encuentren la ecuacion de la parabola con vértice en el origen y foco en el punto (0,8).
Dibujen la parabola resultante.

5) Calculen las coordenadas del vértice y el foco, asi como la ecuacién de la directriz, de
la parabola y? = 16x. Dibujen la parabola resultante.

2. Revisen sus resultados de manera grupal con su profesor y corrijan los errores, en caso
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de que existan.

Obtencion de las ecuaciones
de la parabola

Valoracion de condiciones y datos

En este apartado recapitularemos las condiciones que se pueden presentar para cada una
de las formas de la ecuacion de la parabola.

Comenzaremos con la ecuacién ordinaria de la parabola:
(v = k)2 = 4plx—h)
Esta ecuacidn describe una parabola con vértice V(h, k), esto es, fuera del origen. La

primera condicidon que encontramos es que k = h =0, lo que significa que el vértice estd en
el origen y tendriamos la ecuacidn candnica o reducida de la parabola:

Y2 =4px



Esta forma es la mds sencilla debido a que el vértice de la parabola se encuentra en
el origen del sistema de coordenadas. Para caracterizar la parabola representada por esta
ecuacion, algunos de los datos que se pueden proporcionar son:

e Elvalor de p.
e Las coordenadas de uno de los puntos de la parabola.

Si sucediera el primer caso, bastaria con sustituir el valor de p en la ecuacion para des-
cubrir la ecuacién de la parabola. En el segundo caso, el objetivo seria encontrar el valor
de p segun la coordenada dada. Una vez descubierto el valor de p se procederia como en
el primer caso para descubrir la ecuacion de la pardbola.

Ejemplo:
La ecuacion y = x* es la ecuacién de una parabola, debido a que:
x*=4py
1
ey
2 y
x*=1ly=y

Aun cuando el valor de p no se proporciona de manera explicita, éste puede intuirse
poniendo atencidn a la ecuacion. El resultado se ilustra en la figura 2.19.

F(0,1)

A
A A

1
4 Figura 2.19. Ejemplo de la ecuacién

candnica de la parabola.

Para complementar el andlisis de la forma candnica tenemos que considerar que toda
ecuacion de este tipo puede convertirse a la forma ordinaria. Esto se logra trasladando el
origen a la posicidn actual del vértice, lo que da como resultado la expresidn:

(v —k)*=4p(x —h),

donde ky h son las coordenadas del vértice V(h, k).

Finalmente, la ecuacidén general de la pardbola tiene algunos puntos a considerar.
Primero recordemos esta ecuacion:

AX*+Cy’+Dx+Ey+F=0
De ella se deben considerar los siguientes puntos:
® SiA=0,C#0yD#0 la ecuacién representa una parabola cuyo eje es paralelo al

eje x.
e Si D = 0, la ecuacién puede representar varias situaciones, segun las raices de
Cy’+Ey+F=0:

— Dos rectas diferentes paralelas al eje x, si las raices son reales y desiguales.
— Dos rectas coincidentes paralelas al eje x, si las raices son reales e iguales.
— Ningun lugar geométrico, si las raices son complejas.
® SiA#0,C=0yE#0, la ecuacion representa una parabola cuyo eje es paralelo al
ejey.
e Si E=0, la ecuacion representa varias situaciones, segun las raices de Ax*> + Dx + F=0:
— Dos rectas diferentes paralelas al eje y, si las raices son reales y desiguales.
— Dos rectas coincidentes paralelas al eje y, si las raices son reales e iguales.
— Ningun lugar geométrico, si las raices son complejas.

— ABANDONO

“Nunca consideres el estudio como
una obligacién, sino como una opor-
tunidad para penetrar en el bello y
maravilloso mundo del saber”.

Albert Einstein
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COMPETENCIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de

Actividad de desarrollo Respeto

VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucién obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

la informacidon y la comunicacion. _TIC

e Asume una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y habilidades con los que
ATRIBUTO cuenta dentro de distintos equipos de trabajo.

1. En pareja, resuelvan los siguientes ejercicios:

2.

98

1) Hallar los elementos principales (foco, vértice y directriz) de las siguientes parabolas:
a) y?-10x-2y+21=0
b) y?-6x+14+29=0

2) Hallar la ecuacion, en su forma ordinaria, de la pardbola y?2+ 8x—-6y—-15=0.

Revisen sus resultados de manera grupal con su profesor, y corrijan los errores en caso
de que existan.

Ecuacion de la parabola dados tres puntos

Una forma de deducir la ecuacion de una parabola es a través de tres de sus puntos. Asi,
dados tres puntos P, P, y P, que pertenecen a una parabola (horizontal o vertical), su
ecuacion se obtiene mediante las siguientes expresiones:

e Paradbola horizontal: y2+ Dx + Ey + F=0.

e Pardbola vertical: x>+ Dx + Ey + F= 0.

Ejemplo:
Determinar la ecuacion general de la parabola cuyo eje es paralelo al eje x y que pasa por
los puntos P,(-1, 1), P,(-1, —1) y P,(-5, 0). (Como ejercicio adicional, graficar los puntos
anteriores.)
Segun el problema, el eje de la pardbola es paralelo al eje x, por lo que la parabola es
horizontal y la ecuacién que se utiliza es:
y2+Dx+Ey+F=0
Al sustituir los puntos P (-1, 1), P,(-1, -1) y P,(-5, 0) se obtienen tres ecuaciones con
tres incognitas:
Para el punto P :
(1)*+D(-1)+E(1)+F=0
-D+E+F=-1
Para el punto P,:
(-12?+D(-1)+E(-1)+F=0
-D-E+F=-1
Para el punto P_:
(0)>+ D(-5) + E(0) + F=0
-5D+F=0
Al reunir las ecuaciones anteriores se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
-D+E+F=-1
—-D-E+F=-1
—-5D+0E+F=0

Al resolver este sistema se obtiene los siguientes resultados:

B, ety e
4 4

Estos valores se sustituyen en la ecuacién y? + Dx + Ey + F = 0 y se simplifica:
1 5
2
y'——x+0y——=0
4 4

4y —x-5=0



Por tanto, la ecuacién buscada de la parabola es: 4y>—x—-5=0

Ejemplo 2:
Una parabola cuyo eje es paralelo al eje y pasa por los puntos (1, 1), (2, 2) y (-1, 5). En-
contrar su ecuacion. (Como ejercicio adicional, graficar la pardbola mediante los puntos
dados.)

Dado que el eje de la pardbola es paralelo al eje y, la ecuacién debe ser cuadratica en
xy lineal en y. Por lo tanto, se comienza con la forma general:

X*+Dx+Ey+F=0

Asi, las coordenadas de cada uno de los puntos dados deben satisfacer esta ecuacion.
Al sustituir las coordenadas de cada punto se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

1+D+E+F=0
4+2D+2E+F=0
1-D+5E+F=0
La solucion de este sistema de ecuaciones es:
D=-2 E=-1 F=2
Por consiguiente, la ecuacion de la pardbola es:
X*—2x-y+2=0

Actividad de desarrollo

Laboriosidad

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-

blecidos.

compeTencias. | @ Disciplinar: 8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos y

cientificos.

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo coémo cada uno de sus

ATRIBUTO pasos contribuye al alcance de un objetivo.

1. De manera individual, pon en préctica lo aprendido. Para ello, resuelve los siguientes

ejercicios:

1) La ecuacion de una parabola es (x — 2)? = 16y, por lo que se trata de una parabola

que abre hacia

2) La ecuacion de una pa rabola es y? = 20px, asi que las coordenadas de su foco F son

3) Observa la figura 2.20 y encuentra la ecuacién de la parabola.
A

D

-

Y

e o

ﬂ

Figura 2.20

4) Dada la pardbola y? = -24x, calcula su vértice, su foco y su recta directriz. Dibuja la

parabola resultante en tu cuaderno.

2. Revisa tus respuestas con tu profesor.

VALORES
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Solucion de problemas cotidianos
empleando la parabola

Familias de parabolas

Las familias de pardbolas se dividen segun la ecuacion y la posicidon que ocupen en el pla-
no. Por tanto, se tienen las siguientes opciones para las familias de parabolas:

e Familia de parabolas verticales: (x — h)> = 4p(y — k).

e Familia de parabolas horizontales: (y — k) = 4p(x — h).

e Familia de paradbolas verticales con centro en el origen: x* = 4py.

e Familia de pardbolas horizontales con centro en el origen: y* = 4py.

Debe advertirse que las dos ultimas familias cumplen con la condicion de que el vérti-
ce se encuentra en el origen del sistema coordenado. Todas las familias pueden formarse
a partir de las siguientes condiciones:

e Mismo vértice.

e Mismo parametro y punto.

e Mismo parametro y ordenada de vértice.

Ejemplo:
Ya Determinar la ecuacién de la parabola con vértice en el origen y
foco en el punto (3, 0).
La figura 2.21 muestra la grafica de la parabola con los puntos
V(0,0) F(3,0) dados. A partir de la grafica se deduce que la parabola es concava
"X hacia la derecha y el valor del parametro es p = 3, por lo que al sus-
tituir estos valores en la ecuacion y? = 4px se obtiene:
y* = 4px
y2=4(3)x
Figura 2.21. Pardbola con vértice en el origen y foco en el punto (3,0). yz =12x
y2=12x
YA

V(0,0)

F(3,0)

El resultado anterior es la ecuacion de una sola parabola, pero
podemos encontrar la familia de pardbolas correspondiente a la
ecuacion hallada. Lo anterior se consigue si dejamos que el valor de p
adquiera cualquier valor real mayor a cero. De esta manera, la ecua-
cién quedaria como:

y? = 4px

La figura 2.22 muestra algunos de los ejemplos de las graficas
que se obtienen utilizando la ecuacién anterior.

Figura 2.22. Familia de parabolas horizontales con vértice en el

origen.
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Problemas de aplicacion

La pardbola tiene muchas propiedades interesantes que la hacen adecuada para ciertas
aplicaciones. Con frecuencia, se requieren superficies reflectoras y el disefio de éstas me-
diante parabolas resulta muy util. Esas superficies, llamadas paraboloides, son tridimen-
sionales y se forman haciendo girar una parabola en torno a su eje. Los rayos luminosos
procedentes de un objeto lejano, como una galaxia, son esencialmente paralelos, por lo
tanto cuando entran a un telescopio reflector, se reflejan en un espejo parabdlico hacia el



foco, donde por lo regular hay una camara para capturar la imagen durante algin tiempo.
Una antena parabdlica doméstica funciona con el mismo principio que el del telescopio
reflector: la sefial digital de un satélite de television se capta en el foco del plato parabdli-
co y se decodifica mediante un receptor.

También las pardbolas son importantes en el disefio de puentes colgantes. Se puede
demostrar que si el peso del puente esta distribuido de manera uniforme sobre toda su
longitud un cable de soporte con forma de pardbola puede sostener la carga. Por otro
lado, la trayectoria de un proyectil lanzado oblicuamente, que puede ser un balén de bas-
quetbol arrojado desde la linea de tiro libre, describird un arco parabdlico. De la misma
manera, se ha observado que los atunes, cuyas presas son peces mas pequefios, nadan
en cardumenes de 10 a 20 individuos ordenados aproximadamente en forma parabdlica.
Una explicacion posible de este hecho es que los peces mas pequeios atrapados por el
cardumen de atunes trataran de escapar “reflejandose” fuera de la parabola: el resultado
final es que se concentran en el foco y son presa facil de los atunes.

Ejemplo 1:

El didmetro de una antena parabdlica es de
1.5 my su profundidad es de 25 cm. ¢A qué
altura debe colocarse el receptor?

La reflexion es una de las principales
propiedades de la pardbola. Cuando una
onda emana del foco y choca con la parabo-
la se produce una reflexion paralela al eje,
asi que, al chocar con la parabola, el rayo se
refleja y cruza por el foco. Luego, si se gira
una parabola sobre su eje, se obtiene una
superficie de revolucion llamada parabo-
loide, la cual es precisamente la forma que
tienen las antenas parabdlicas.

Antena parabdlica.

Si se construye una pardbola con vértice en el origen y eje vertical, con un didametro
(de laantena) de 1.5 my con fondo de 25 cm, entonces la pardbola, por ser simétrica, pasa
por los puntos (—0.75, 0.25) y (0.75, 0.25); al sustituir uno de estos puntos en la ecuacién
canonica de la parabola tenemos:

x? = 4py
(=0.75)2 = 4p(0.25)
p=0.562

En consecuencia, las coordenadas del foco estan dadas por F(0, 0.562), asi que el
receptor debe colocarse a 56.2 cm del vértice.

Ejemplo 2:

Las dos torres de un puente colgante, como se muestra en la figura 2.23, tienen una se-
paracion de 240 m y una altura de 110 m; si el puntal mas corto mide 10 m, determinar la
altura de un puntal que se encuentra a 100 m del centro.

Para dar solucidn a este problema, primero se construye una pardbola con vértice en
el origen y eje vertical. Si las torres estan separadas por 240 m y su altura con respecto
al vértice de la parabola es de 100 m (110 m — 10 m), entonces la parabola pasa por los
puntos P (=120, 100) y P,(120, 100).

Se sustituye ahora el punto P, en la ecuacién candnica de la parédbola:

X* = 4py
(120)? = 4p(100)
p =36
Por tanto, la ecuacion buscada es:
x> =4(36)y
x? =144y

Pon a prueba estos cono- TiC
cimientos a través de un ’
programa de grafica-

do en linea. Ingresa

al siguiente link en
donde encontraras

una Util herramienta
para graficar familias

de parabolas o inclu-

so una sola curva.

http://conicas.weigandt.net/home/
graficador

NO'

— ABANDONO

C T——
“Es una locura odiar a todas las rosas
sélo porque una te pinché... Renun-
ciar a todos tus suefos sélo porque
uno de ellos no se cumplié”.

Antoine de Saint-Exupéry
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Para encontrar la ordenada cuya abscisa es x = 100, se sustituye este valor para
x en la ecuacién anterior:

100% = 144y
y =69.44
El puntal que se encuentra a 100 m del centro mide entonces:
69.44m+10m=79.44m

Figura 2.23. Puente colgante.

ACtiVidad de Cierre Responsabilidad

VALORES

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.

competencias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos a
T y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales. TIC

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus
ATRIBUTO pasos contribuye al alcance de un objetivo.

1. De manera individual, pon en practica lo que has aprendido. Para ello, resuelve los si-
guientes ejercicios en tu cuaderno.

e El arco del triunfo de Paris, tiene una longitud de 45 m, considerando la parte més alta
como (0, 0) y ubicando su foco a 5 m por debajo de él, entonces:

1) ¢Cudles serian las coordenadas de su foco?

2) ¢Cual es la ecuacién de la parabola que define el arco?
2. Realiza la siguiente practica.
e En una hoja milimétrica dibuja una parabola siguiendo las instrucciones:
1) Dibuja una tabla con dos columnas hombradas como Xy Y.
2) Llena la columna de X con valores aleatorios, considerando lo siguiente.

e Determina el rango de salto entre cada numero, por ejemplo puede ser de uno en
uno. El rango de salto debe ser el mismo para todos los nimeros.

¢ Intenta no utilizar nUmeros muy grandes para que las operaciones no resulten
muy complicadas.

3) Los valores de la columna Y los obtendras calculando la ecuacién de la parabola:
y=ax’+ b.

4) Por ultimo, dibuja la parabola utilizando los datos de las columnas Xy Y.

3. Entrega tus resultados al profesor.
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Recapitulacion (&

Preevaluacion

Recapitula lo que aprendiste en el “Resultado de aprendizaje 2.2” y preparate para realizar tu actividad de evaluacion.

1. Completa el esquema escribiendo la definicién de cada concepto.

Foco:

Directriz:

Eje de parabola:

Elementos de la WA
parabola

Cuerda:

Cuerda focal:

Lado recto:

Realiza tu evaluacién parcial.
1. De acuerdo con la figura, indica el nombre del elemento de la pardbola.

F:

V: [ , C.B

P:

CycC"

LylL"

ByB"

Valor: 4 puntos
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Actividad de evaluacion 2.2.1 Reflexion

VALORES

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

COMEETENCLASRY Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques. "
EVALUACION
* Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones. °
ATRIBUTO >
— RUBRICA

1. De manera individual, representa graficamente la parabola, a partir del analisis de su y
ecuacion y la determinacion de sus elementos, para la solucién de situaciones de su en- a
torno, para ello haz lo siguiente; —

2. Graficacion de parabolas con centro en el origen.

1) Calcula las coordenadas del foco, directriz, longitud del lado recto de cada una de las

parabolas con vértice en el origen.
a) V(0, 0), directrizy = g
b) V(0, 0), lado recto 7 unidades y abre hacia la izquierda.
c) V(0, 0), foco en (4, 0).
d) V(0, 0), pasa por el punto P(3, -2).
e) V(0, 0), foco en (4, 0).
f) Vv(0, 0), directriz x = -b.

2) Grafica cada solucion de los problemas anteriores.

3) Analiza la mecanica que seguiste para resolver cada uno de los incisos del problema
anterior. De acuerdo a tu razonamiento, plantea el procedimiento que seguiste para
llegar a la solucién.

4) Con el analisis anterior, desarrolla una presentacion con los puntos mas importantes.

3. Graficacion de parabolas con centro fuera del origen

1) Calculalas coordenadas del foco, directriz, longitud del lado recto y realiza la grafica de
cada una de las parabolas con vértice fuera del origen de la serie de 5 problemas:

a) Halla la ecuacion de la parabola con vértice en (2, 3), eje paralelo al eje de las coor-
denadas y que pasa por el punto (4, 5).

b) Halla el vértice, lado recto, foco ecuacion de la directriz y traza la pardbola cuya
ecuacion es: x2-4x-4y -4 =0.

¢) Encuentra la ecuacién de la parabola con vértice en (2, -3), eje paralelo al eje x, y
pasando a través del punto (3, 1).

d) Determina la ecuacion de la parabola cuyo eje de simetria es paralelo al eje yy que
pasa por los tres puntos L(-2, 9), M(0, 1) y N(3, 4).

e) Encuentra las ecuaciones de la parabola vertical que pasa por los puntos: (1, 0),
(_31 28)! (21 3)-

2) Grafica cada una de las parabolas de los problemas anteriores.

3) Analiza la mecanica que seguiste para resolver cada uno de los incisos del problema
anterior. De acuerdo a tu razonamiento, plantea el procedimiento que seguiste para
llegar a la solucion.

4) Con el analisis anterior, desarrolla una presentacion con los puntos mas importantes.
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4. Aplicaciones cotidianas de la parabola

1) Resuelve los siguientes problemas aplicando los fundamentos de la pardbola en apli-
caciones de diseno de espejos para telescopios, sistemas de alumbrado, puentes, fa-
ros de auto y antenas receptoras de televisién, empleando los modelos matematicos
estudiados:

2)

a)

b)

c)

d)

e)

Una antena parabdlica tiene un diametro de un metro. Si tiene una profundidad de
20 cm., ja qué altura debemos colocar el receptor?, es decir, ja qué distancia esta
el foco del vértice?

Un puente tiene una longitud de 160 metros. El cable que lo soporta tiene la forma
de una parabola. Si el puntal en cada uno de los extremos tiene una altura de 25
metros, jcudl es la ecuacion de la parabola?

En un puente colgante, la distancia entre sus torres es de 300 metros y la altura de
las torres es de 100 metros. Describe la ecuacién del cable que soporta el puente.

Un disenador de automoviles desea construir un faro que tenga 16 centimetros de
diametro. La bombilla que va a utilizar en él tiene el filamento de 2 centimetros del
cuello. ;Qué profundidad debe tener el faro para que el filamento quede en el foco
del faro si el cuello de la bombilla se coloca a la altura del vértice del faro?

La antena de un radiotelescopio en forma de paraboloide tiene un didmetro de 8
metros. Si la profundidad de la antena es de 0.5 metros, ja qué distancia del vértice
debe colocarse el receptor?

Desarrolla un problema, con su respectiva solucion, de la vida cotidiana que esté re-
lacionado con los conceptos de parabola.

5. Pasa en limpio el trabajo realizado de los puntos 2 al 8 de esta actividad, no olvides incluir
su respectivo titulo. Incluye los procedimientos y métodos aplicados, junto con los resul-
tados que obtuviste paso por paso. Realiza una portada para tu trabajo con el nombre del
modulo, tus datos y los de tu profesor, fecha, nimero de evaluacidn, junto con los datos
de la serie de ejercicios.

6. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 2.2.1, de tu “Autoevalua-

cién” que se encuentra al final de esta unidad en la seccion “Instrumentos de evaluacion”

"

Revisa si cumples con todos los indicadores de evaluacion e identifica la calificacién que
estas en oportunidad de obtener. De ser necesario, mejora tu trabajo antes de presentarlo.

7. Para finalizar, compara tus respuestas con un companero y corrige, de ser necesario.

NO'

———— ABANDONO

“La juventud es el momento de
estudiar la sabiduria; la vejez, el de
practicarla”.

Jean Jacques Rousseau
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2.3 Representa graficamente la elipse,
mediante su ecuacion o elementos que
la integran

El ultimo tema de esta unidad lo comprende la elipse. Abordaremos las principales carac-
teristicas de la elipse, asi como sus férmulas representativas, dada su importancia tanto
en matemadticas como en otras ciencias.

Representacion grafica de la elipse

A pesar de la sencillez de su definicidn, las cdnicas han resultado de gran aplicacion tanto
en las matematicas como en el resto de las ciencias. Un ejemplo de ello lo encontramos en
las elipses, pues se ha demostrado que las drbitas de los planetas alrededor del Sol siguen
esa trayectoria y que, mas aun, la trayectoria de cualquier cuerpo sometido a una fuerza
gravitatoria es una curva conica. Fue el astrénomo aleman Johannes Kepler (1570-1630)
quien descubrid que las drbitas de los planetas alrededor del Sol son elipses, con el Sol
como uno de sus focos.

(o{V H ' .

La elipse como lugar geometrico

SIDA

DES
El nombre de elipse se Una elipse es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el plano de tal manera
atribuye a Apolonio de que la suma de sus distancias a dos puntos fijos del mismo plano es siempre igual a una
Pérgamo, a quien también constante mayor que la distancia entre los dos puntos. Los dos puntos fijos de la elipse
se le atribuye la hipétesis se llaman focos. La definicion de una elipse excluye el caso en el que el punto mévil esté
de las érbitas excéntri- sobre el segmento que une los focos.

cas o teorifa de los epici-
clos, que intenté explicar
el movimiento aparente de
los planetas y de la veloci-
dad variable de la Luna.

Los anillos de Jupiter y las orbitas de los
planetas son elipticas.
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ACtiVidad de iniCiO Curiosidad

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos

establecidos. 1

competencias. | @ Disciplinar: 6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes y

— . . ’ . .
del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean. Tic

e Construye hipdtesis, y disefia y aplica modelos para probar su validez.
ATRIBUTO

1. De manera individual, investiga en libros, enciclopedias o internet sobre el tema de la
elipse.

2. Observa la figura 2.24 y, de acuerdo a tu investigacion, determina cuales son los focos y
donde se encuentra el centro de la elipse.

A

(-5,4) / ,(-4,4) (2,4), \(3,4)

\ 4

Figura 2.24.

3. Comparte tus resultados con el grupo.

Elementos de la elipse r Vecv=a

La figura 2.25 ilustra cada uno de los elementos que forman parte de una
elipse.

Radio vectores F
Si P es un punto cualquiera de la elipse, los segmentos FP y F'P que unen
los focos con el punto P se llaman radios vectores de P.

Eje focal

La recta / que pasa por los focos es conocida, generalmente, como eje focal.
Figura 2.25 Partes de la elipse.

Eje secundario
La recta /' que pasa por Cy es perpendicular al eje focal / se le conoce, generalmente,
como eje secundario.

Centro
El punto C del eje focal se llama centro, y se localiza en el punto de interseccion del eje
focal con el eje secundario.

Distancia focal
Sean Fy F'los focos de una elipse. El segmento FF" que los une se conoce como distancia
focal.

Vértices

El eje focal corta a la elipse en dos puntos, Vy V', mismos que son llamados vértices.
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Eje mayor
La porcién del eje focal comprendida entre los dos vértices, esto es, el segmento VV', se
llama eje mayor.

Eje menor
El eje secundario /' corta a la elipse en dos puntos, Ay A’, y el segmento A4’ se denomina
eje menor.

Excentricidad

La excentricidad es un numero que mide el mayor o menor achatamiento de la elipse, y
es igual al cociente de la mitad de la distancia focal dividida entre la mitad del eje mayor.
Como CV =CV'=a, entonces VV'=2aYy, de igual forma, CF = CF'=c, por lo que FF'=2c. De

. . c
esta manera, la excentricidad queda definida como e=—.
a

Actividad de desarrollo Creatividad

VALORES

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos
establecidos.
comperencias. | @ Disciplinar: 6. Cuantifica, representa y contrasta experimental o matematicamente las magnitudes
D del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo rodean.

¢ Construye hipétesis, y disefia y aplica modelos para probar su validez.
ATRIBUTO

1. En pareja, hagan su propio péndulo de Foucault; para ello deberan seguir las siguientes
instrucciones:

e Reunan el siguiente material:
— Un hilo (resistente).
— Una botella de plastico.
— Pintura liquida.
— Un pliego de papel bond.

e Cuelguen el hilo de una parte alta, mientras en el otro extremo coloquen la botella
rellena con pintura de modo que la boca quede situada hacia abajo. Antes de llenar la
botella realicen un pequefo agujero en el tapon. Coloquen, debajo de la botella, el plie-
go de papel; procuren que la distancia entre el papel y el tapén sea la menor posible,
pero sin que se toquen. Muevan la botella de su punto de reposo, suéltenla y observen
los trazos del péndulo. Realicen pruebas de impulso, de modo que la trayectoria no
rebase el papel.

2. Comenten las observaciones del experimento y escriban una conclusién de un parrafo.

3. Compartan su conclusion con el resto del grupo.

S Tipos de elipse

RICN
SIDA
DES N\ Los diferentes tipos de elipses se clasifican segin su posicién con respecto al plano carte-
El péndulo de Foucault siano. En esta seccidn se presentara un resumen de sus elementos y algunas ecuaciones
(Ilamado asi en honor de caracteristicas.
su inventor, Leén Foucault)
22 VRIS (A7) EEMmelar Vertical con centro en el origen y fuera del origen

el movimiento de la Tierra,

Yy su primera exposicién en Con centro en el origen

plblico fue en el afio de La caracteristica principal de este tipo de elipse es que el eje mayor coincide con el eje y.
1851. La figura 2.26 ilustra esta elipse.
Ecuacion canonica: . .
% + % =1
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Elementos: AV
Vértices: V(0, +a)

Focos: F(0, +c) L Ly
Extremos del eje menor: A(tb, 0) F

. 2b® ,
Lado recto: LL = - A C A

Excentricidad: e = 2(8 <1)
Condicion: a*> = b*>+ c? a>b, a > c donde

b=va*-c*c=Va*-b? L, F

Con centro fuera del origen v’
Para encontrar la ecuacién de una elipse vertical con centro

fuera del origen basta con realizar una traslacién desde el origen hasta el nuevo centro  Figura 2.26. Elipse vertical con centro en
C(h, k) mediante las ecuaciones de transformacién x' = x—hy y' = y — k. El resultado que ~ ® °"ge"

se obtiene es:

(x=h? , (y=K> _,
b? a?

Elementos:
Vértices: V(h, k + a)
Focos: F(h, k £ ¢)
Extremos del eje menor: A(htb, k)

Ejemplo:
Determina los elementos y grafica la elipse, cuya ecuacion es: 9x* + 4y> — 36 = 0.
El primer paso consiste en transformar la ecuacidn a su forma ordinaria:

9x% + 4y’ = 36
Ambas partes de la igualdad se dividen entre el término independiente:
9x? N 4y*> 36
36 36 36 A
El resultado se simplifica y se obtiene la forma candnica: v(0,3)
x2 yZ
—t—=1 Ly i
479 FONB)\
Entonces: a’> =9y b? = 4, que de acuerdo con la definicidn
a>b, de donde, a =-3 yb=2 el-wtonces,. dados estos.r,esultados A-20)|  co,0) A(2,0) -
se observa que la elipse es de tipo vertical. La ecuacion de este F0,—) >

tipo de elipse es:

2 Z

X Yy

PR L2
Para encontrar ¢, se sustituye a y b?> en ¢ = Va?-b?

c=VG—d=15 Vi0-3)

Los elementos de la elipse se obtienen al sustituir los valores de a, b y c en: Figura 2.27 Ejemplo de elipse vertical.
Vértices:

V(0, a), V'(0,-a) - V(O,3), V'(0,-3)
Focos

F(O, ¢), F(0,—c) — F(0,V5), F'(0,-V5)
Extremos del eje menor:
A(b,0),A'(-b,0) — A(2,0),A(-2,0)
. 2b% 2(2)?* 8 .
i, ==—= == — Longitud del lado recto
a 3 3
VV' =2a=23)=6 - Longitud del eje mayor

FF =2c=2V5 - Longitud del eje formal
AA' =2b=202)=4 - Longitud del eje menor
c V5 -
e=-—=— —  Excentricidad

La figura 2.27 ilustra el resultado de este ejemplo.
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El ejercicio anterior muestra algunas operaciones utilizando la forma candnica de la
elipse. Aun cuando este tema no ha sido abordado, se puede comenzar a tener una idea
de su aplicacion.

Horizontal con centro en el origen y fuera del origen
Elipse horizontal con centro en el origen
La caracteristica principal de este tipo de elipse es que el eje mayor coincide con el eje x.
La figura 2.28 se presenta este tipo de elipse.
Ecuacion canénica:
xZ yZ

P-l_b_z_l

Elementos:
Vértices: V(za, 0)

Figura 2.28 Elipse horizontal.

Para fortalecer tus cono-
cimientos ingresa en la
siguiente pagina

donde encontraras un
test para resolver.

https://www.gocongr.
com/p/2625513-test-
matemarico-quizzes

Focos: F(+c, 0)
Extremos del eje menor: A(0, 1b)

2
Lado recto: LL = %

Excentricidad: € == (e < 1)

Condicién: a>=b*>+c%,, a>b,a>cdondeb=Va?-c? c=Va?-b?

Elipse horizontal con centro fuera del origen
Para una elipse horizontal con centro fuera del origen en el punto (h, k), se hace una tras-
lacion de los ejes coordenados al punto C(h, k). La figura 2.29 ilustra este tipo de elipses.

Elementos:
C - Centro
VyV' - Vértices
FyF - Focos
AyA' - Extremos del eje menor
VV'=2a (eje mayor)

FF'=2c (eje focal)
AA'=2b (eje menor)
Condicién: a>=b*>+c%, a>b,a>c

c
Excentricidad: e = 2 (e<1)
. 2b?
A LL = - — Lado recto
LZ A P(X/V)L
1 Como se puede observar en la figura 2.29, los elementos de la
elipse no cambian aun cuando el centro no se encuentre en el origen.
v Seanx'=x—hyy'=y—k, la ecuacidn de la elipse en el nuevo siste-
4 F’ C F ma coordenado es:
le 12
—+ r =1
’ s a b2
Lo A’ L ) - )
> Se sustituyen x’, y' en la ecuacion y se obtiene:
(x=h)? , (y=K?> _,
Figura 2.29 Elipse con centro fuera del a? v?
origen.
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A continuacidn se presenta la ecuacion de la elipse con centro fuera del origen.
Ecuacion:

(x=h)?

L =k,

aZ

bZ



Elementos:
Vértices: V(h £ a, k)
Focos: F(h x ¢, k)
Extremos del eje menor: A(h, k £ b)
Ejemplo:

Determine los elementos de la elipse 9x* + 4y? — 72x — 24y + 144 = 0.
Reescribiendo la ecuacién tenemos:

9x? + 4y? — 72x — 24y =144

Después se agrupan los términos en xy

(9x2 = 72x) + (4y* — 24y) =—144

Factorizando la ecuacidn anteriores, obtenemos lo siguiente:

9(x*> — 8x) + 4(y* — 6y)=—-144

Se completan los trinomios cuadrados perfectos:
2 2

6
+4|y*-6y+

9| x> —8x+

2 6 2
= +4|=
9(x*>—8x + 16) + 4(y> — 6y + 9)=—144 + 144 + 36
Factorizando y simplificando se obtiene lo siguiente:
9(x—4)>+4(y—3)>=36
Si dividimos ambos miembros de la igualdad obtenemos:
9(x —4) N 4y-37 _36
36 36 36
_4 2 _ 2
(x=4F  (y=3F _
4 9
Es una elipse vertical con centro C(4, 3),a=3,b=2,c=va’-b> =\9-4 :\/E

Estos datos se sustituyen para obtener los elementos y trazar la grafica.

— 144498
2
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Representacion matematica de la elipse
Ecuacion ordinaria de la elipse

La ecuacion ordinaria contempla el tipo de elipse con centro en el origen y eje focal coin-
cidente con el eje x. Enunciaremos la ecuacién ordinaria de la elipse a través del siguiente
teorema.

TEOREMA 2.7: La ecuacion de una elipse con centro en el origen, eje focal coinciden-
te con el eje x y distancia focal igual a 2c es:
x* . yr
a? ¥ b2 !
Si el eje focal de la elipse coincide con el eje y, en forma tal que las coordenadas de
los focos sean (0, ¢) y (0, —c), la ecuacién de la elipse es:

X2 y2 1
b? a?
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b la del semieje menorya,byc
estdn relacionados mediante:

a’=b+c
- . . 2b° -
Asimismo, para cada elipse, la longitud de cada lado recto es — vy la excentricidad e
a

esta dada por:
c Na*-p

e===2"2""2
a a

Ejemplo:

Una elipse tiene su centro en el origen y su eje mayor coincide con el eje y. Si uno de
. . 1
los focos es el punto (0, 3) y la excentricidad es igual a > encontrar las coordenadas del

58

38\
La definicién de la elipse se
usa para la explicacién de
una ley acustica. Las ondas
sonoras que, partiendo de
uno de los focos, recorren
los caminos que cumplen la
propiedad que caracteriza
a una elipse son totalmente
perceptibles en el otro
foco. Es decir, las ondas so-
noras reflejadas en un foco
se concentran en el otro.
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En la siguiente liga encon-
traras otros ejemplos de
ecuaciones de elipses

http://www.educa-
play.com/es/recurso-
seducativos/968126/
ecuaciones_de_la_
elipse_.htm

o

SIDA

DES \
La ecuacion de la elipse es
simétrica con respecto a
ambos ejes coordenados
y al origen. Lo anterior se
deduce de su ecuacién
canénica.
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otro foco, las longitudes de los ejes mayor y menor, la ecuacion de la elipse y la longitud
de cada uno de sus lados rectos.
Dado que uno de los focos es el punto (0, 3), ¢ = 3 y las coordenadas del otro foco son

(0,-3). A su vez, como la excentricidad es i:
1 _c¢_ 1

e=—=—= —

2 a a

De la expresidn anterior se deduce que a = 6, por lo que:

b= - =6 -3 =33

Por tanto, las longitudes de los ejes mayor y menor son 2a =12y 2b:6\/§, respecti-
vamente.
Por el teorema 2.7, la ecuacién de la elipse que corresponde con las caracteristicas
descritas es:
2 2
x_ Y 4
27 36
. 2b> 54
La longitud de cada lado recto es —:Z:9
a

En el siguiente teorema el centro de la elipse se encuentra fuera del origen y sus ejes
son paralelos a los ejes coordenados.

TEOREMA 2.8: La ecuacion de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje
x esta dada por la segunda forma ordinaria:
_h 2 _k 2
(x 2) Jr(yb2 3
a
Por otro lado, si el eje focal es paralelo al eje y entonces su ecuacién estara dada por:
_h)? —k)?
(x—hy  (y=kS _
b a
Para cada elipse, a es la longitud del semieje mayor, b es la longitud del semieje me-
nor, c es la distancia del centro a cada foco y a, b y c estan ligadas por la relacién:
a’=b"+c

1

- . . 2b
Asimismo, para cada elipse, la longitud de cada uno de sus lados rectos es — vy la

excentricidad e estd dada por: a

c Na’-b
e=—=——<1
a a
Ejemplo:

Los vértices de una elipse tienen por coordenadas (-3, 7) y (-3, —1), en tanto la longitud
de cada lado recto es 2. Hallar la ecuacion de la elipse, las longitudes de sus ejes mayor y
menor, las coordenadas de sus focos y su excentricidad.

Ya que los vértices V'y V' estan sobre el eje focal y sus abscisas son ambas -3, se de-
duce que el eje focal es paralelo al eje y. Por tanto, por el teorema 2.8 la ecuacion de la
elipse tiene la siguiente forma:

x—h)’ — k)
( ~ ) n (ya2 )y

El centro es el punto medio del eje mayor VV', por tanto sus coordenadas son (-3,3).
La longitud del eje mayor VV' es 8. De esta manera, 2a = 8 y a = 4. La longitud del lado

1

recto es % = 2. Dado que a = 4, se sigue que 2b*> = 8, de donde b = 2 y la longitud del eje
menor es 4. Por lo anterior, la ecuacion de la elipse es:
(x+3)° +(y-3)2 _
4 16
Como a, by c estan relacionados, ¢ = a2 — b> = 16 — 4 = 12, de donde ¢ = 2V3. Asi, las
coordenadas de los focos son F(—3,3+2J§) yF'<—3,3—2J§). Por su parte, la excentricidad es:

1

_c_ 23 _ N3

a 4 4



Actividad de desarrollo Reflexién

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMPETENCIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de _Tc
la informacidon y la comunicacion.
e Elige alternativas y cursos de accion con base en criterios sustentados y en el marco de un
ATRIBUTO proyecto de vida.

1. En pareja, obtengan la ecuacion ordinaria de las siguientes elipses:
1) X +4y?+2x-12y+2=0
2) 92 +4y?-28x-27=0
3) X¥+4y?+16y-20=0

2. Entreguen sus resultados a su profesor.

Ecuacion general de la elipse

Consideremos ahora la ecuacidn de la elipse en la forma: m

(x=h?  y=k? —— ABANDONO
& 2 ~ ——
Al quitar los denominadores tenemos: “La juventud es el momento de
estudiar la sabiduria; la vejez, el de
2,2 (X_h)z (y_k)z 252 . »
ab’|——+ x =a'b*(1) practicarla”.
a

Jean Jacques Rousseau
b*(x — h)* + a®(y — k)* = a’b?
Ahora, si desarrollamos los cuadrados, obtenemos lo siguiente:
b(x? — 2hx + h?) + a*(y* — 2ky + k?) = a?b?
b’x?> — 2b*hx + b’h? + a’y> — 2a’ky + a’k? = a*b?
Al ordenar los términos se llega a:
b’x* + a’y? — 2b*hx — 2a’ky + b*h* + a’k*> — a’b*> =0
Esta ecuacién podria escribirse de la siguiente forma:
AX*+Cy’+Dx+Ey+F=0

donde:
A=Db?
C=0’
D =-2b%h
E=-2a’k
F=b’h* + a’k* — a’b?
De lo anterior, resulta evidente que A y C deben tener el mismo signo. La ecuacion
anterior es conocida como la ecuacion general de la elipse.
De manera reciproca, la ecuacidn anterior puede transformarse a la forma ordinaria
al completar los cuadrados, es decir:

D 2
X+ yro- 2 2
2A n 2C) | CD°+ AE°—4ACF

c A 4A°C?

CD*+ AE*—AACF

Sea M 120 . Si M # 0, esta ecuacidon puede escribirse de la siguiente
forma:
2 2

D E

X+ _— +=

24 2¢

+ =1
McC MA

la cual se identifica como la ecuacion ordinaria de la elipse.
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— ABANDONO

“No aprendemos para la escuela, sino

para la vida”.

Séneca
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Como Ay C deben concordar en signo, se puede suponer que ambos son positivos.
Por lo tanto, si la ecuacién general representa una elipse entonces el ultimo analisis de-
muestra que M debe ser positivo. De igual modo, el denominador 4A% C*> de M es positivo,
por lo que el signo de M depende del signo de su numerador CD* + AE* — 4ACF, al que se
designara como N. De esta forma, si N > 0 la ecuacidn representa una elipse. SiN =0, la
ecuacion representa un sélo punto:

usualmente conocido como elipse punto, y si N < 0 la ecuacidén no representa ningun
lugar geométrico.

TEOREMA 2.10: Si los coeficientes Ay C son del mismo signo, la ecuacién:
Ax*+Cy>+Dx+Ey+F=0
representa una elipse de ejes paralelos a los coordenados, un punto, o bien ningun
lugar geométrico.

Ejemplo:
La ecuacion de una elipse es x> + 4y*> + 2x — 12y + 6 = 0. Reducir esta ecuacién a la forma
ordinaria y determinar las coordenadas del centro, de los vértices y de los focos; calcular
ademas las longitudes del eje mayor, del eje menor, de cada lado recto y la excentricidad.
Para dar solucidn a este problema primero se reduce la ecuacién dada a la forma or-
dinaria, completando los cuadrados. De este proceso se obtiene lo siguiente:
(x*+ 2x) + 4(y>—3y) =6

(xz+2x+1)+4[y2—3y+%]:—6+1+9
Esta ecuacion se puede factorizar como:
2
(x+1)2+4[y—§] =4

La forma ordinaria queda entonces expresada de la siguiente manera:
2
x—+1) 2
1y L 2)
4 1
Las coordenadas del centro C son, evidentemente, [—Lg], asi que el eje focal es pa-

ralelo al eje x. Como a*> = 4, a = 2 y las coordenadas de los vértices V' y V' son [-1+z.§]

=1

3
y [-1-2,2], esto es, [15] y [—32], respectivamente. La longitud del eje mayor es 2a = 4,

la del eje menor es 2b = 2 y la longitud de cada lado recto es Z—bZ:%:l. Por su parte, la

é a
2

.« . c
excentricidad es: e=_=

Obtencion de ecuaciones de la elipse
Valoracion de condiciones y datos

Para obtener la ecuacién de una elipse es importante conocer como minimo dos datos. El
primero de ellos es el centro de la elipse, y puede conducirnos a dos casos: (1) centro de
la elipse en el origen del plano cartesiano, esto es, C(0, 0), y (2) centro de la elipse fuera
del origen del plano cartesiano, esto es, C(h, k). El otro dato es la longitud del centro de
la elipse a uno de sus dos ejes, bien el eje mayor o bien el eje menor. A partir de esta in-
formacion, es sencillo deducir la ecuacion de la elipse. Por ejemplo, una elipse con centro
en el origen y longitud del eje mayor igual a 4 y del eje menor igual a 2 lleva a la siguiente
ecuacion:

X y
EAF
X2 yz

6 4



Otro elemento importante a identificar es el eje focal. El eje focal se A
encuentra situado justo en la misma posicidn que el eje mayor. Segun lo
expuesto, es relativamente sencillo encontrar el eje focal, debido a que
sélo se necesita determinar la posicidn del eje mayor. Una vez determi- a
nado este eje, el siguiente paso consiste en descubrir la distancia del

foco al centro de la elipse. Para esta tarea se hace uso de un tridngulo
rectangulo, como muestra la figura 2.30.

En la figura 2.30 se forma un tridngulo rectangulo con los lados a, b
y ¢, los cuales corresponden a la longitud del eje mayor, menor y focal,
respectivamente. Una propiedad importante es que la hipotenusa del
triangulo rectangulo corresponde a la longitud del eje mayor. Entonces
se puede hacer uso del teorema de Pitagoras para descubrir la longitud del eje focal:

Figura 2.30. Uso de la relacién de un
triangulo rectangulo para descubrir la

242 2
o =b"+c longitud del eje focal.
C=d’—b?
c=va’'-b

Ecuacion de la elipse dados cuatro puntos

Como ocurrid con la parabola, para encontrar la solucion de este problema, el procedi-
miento consiste en sustituir los puntos dados, cuatro en este caso, en la ecuacion general.
De esta manera, se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas, cuya
solucion determina los coeficientes de la ecuacion general de la elipse.

Como ya hemos visto anteriormente en esta unidad, la ecuacion general de la elipse
es la siguiente:

AX*+Cy’+Dx+Ey+F=0

Esta ecuacion constituye el punto de partida para encontrar la ecuacion de una elipse
si se conocen cuatro puntos que pertenecen a ella. Los siguientes ejemplos ilustran el
procedimiento a seguir.

Ejemplo 1:
Determinar la ecuacién de la elipse que pasa por los puntos (0, 1), (2, 0), A
(4,-1)y(2,-2).

Como se dan cuatro puntos, el primer paso es localizarlos en el plano

(2,0)

coordenado, como muestra la figura 2.31.
Ahora, se sustituyen las coordenadas de cada punto en la ecuacidn general
de la elipse tomando A = 1; es decir, se sustituye en x* + Cy* + Dx + Ey + F = 0. 0,-1) (4,-1)
Punto: (0, —1)
0>+ (-1)’C+(0) D+ (-1)E+F=0 > C—-E+F=0
Punto: (2, 0). (2,-2)
(2+(0)>)C+(2)D+(0)E+F=0 > 2D+F=-4
Punto: (4, 1)
(4 +(-1)C+(-1)E+F=0 > C+4D-E+F=-16 Figura 2.31. Cuatro puntos que
Punto: (2, —2) pertenecen a una elipse.
(2)*+(-2)’C+(2)D+(2)E+F=0 > 4C+2D—-2E+F=-4
Al reunir las ecuaciones anteriores, se obtiene un sistema con cuatro incognitas cuyo
resultado es:

C=4,D=-4,E=8,F=4

Estos resultados se sustituyen en la ecuacion general de la elipse:
X +Cy+Dx+Ey+F=0

lo que da como resultado final:
X +4y’—4x+8y+4=0

Ejemplo 2:
Determinar la ecuacion de la elipse que pasa por los siguientes puntos: (0,3), (2, 0),

(13)y G3VTS)

\ 4
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El procedimiento es similar al del ejemplo 1. Se sustituyen los puntos en la ecuacién ge-
neral de la elipse, tomando A = 1.
Punto (0, 3):
(0)>+(3)>C+(0)D+(3)E+F=0 > 9C+3E+F=0
Punto (2, 0):
(2)’+(0)*C+(2)D+(0)E+F=0 - 2D+F=-4

Punto [1 i]
QP+ = 3‘[ C+(1)D+|— S\f E+F=0 — 27C+A4D+6v3E+4F0—4
Punto L) 15|:
2 4
[ 3\/_ Ct|= D+ 3\/_E+F 0 — 135C+8D+12\/_E+16F—74

Con las ecuaciones anteriores se obtiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro
incognitas, cuyos resultados son:

ng, D=0, E=0, F=—-4

Estos valores se sustituyen en la ecuacion general:
X +Cy*+Dx+Ey+F=0 — x2+§y2—4:0
Por tanto, la ecuacion buscada de la elipse es:
9% +4y’-36=0

Actividad de desarrollo Colaboracién

VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, cddigos y herramientas apropiados.

COMPETENCIAS I o . .
e e Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.
ATRIBUTO

1. En pareja, encuentren el centro, los focos y los vértices del siguiente conjunto de elipses,
y represéntenlas graficamente en su cuaderno.

2 2

’]) X_+y_:
16 12
g) X2 -1,
25 9
3) =4, v-2F
9 4

2. Reunanse en grupo y vuelvan resolver los problemas con ayuda de su profesor.

Solucion de problemas cotidianos,
empleando la elipse

La elipse es una parte esencial de la vida cotidiana, desde las érbitas de los planetas, que
son elipticas con el Sol en uno de los focos, hasta aparatos médicos como el litotriptor para
desintegrar “calculos” renales por medio de ondas intra-acuaticas de choque, cuyo funciona-
miento implica un medio elipsoide lleno de agua pegado al cuerpo del paciente en el foco en
el que se pone un generador de ondas; el foco de la otra parte del elipsoide se debe localizar
en estos “calculos” y asi, al reflejarse las ondas en la superficie de la elipsoide externa del
paciente, todas convergeran en el “célculo” y éste se desintegrara.
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En la vida diaria existen muchos usos para la elipse; por ejemplo, los lentes o los globos, los

altavoces de tres vias, las trayectorias que realizan los aviones, etcétera. Un campo en el que la .

. . . . . . . Ve el video “Las leyes de
elipse ha sido especialmente importante ha sido el de la arquitectura, en muchas ciudades es Kepler” .

o . : . ot epler” Para conocer mas
facil encontrar plazas de planta eliptica, normalmente conocidas por el nombre de “plaza elipti-  ;cerca del uso de Ia
ca”. Por ejemplo, en Madrid y Bilbao existen plazas de este tipo. Sin embargo, la plaza de planta  elipse en la fisica.
eliptica mas famosa en el mundo probablemente sea la Plaza de San Pedro en el Vaticano. https://www.

En esta parte de la unidad se analizardn las familias de elipses asi como algunos pro-  youtube.com/

blemas de aplicacion. Como se menciond, la teoria es la base para el entendimiento de un  watch?v=Y3hif

tema; sin embargo, los ejemplos al final de esta seccién, ponen en el escenario practicola ~ K1VR3A
teoria de las secciones anteriores.
En temas anteriores se abordd la ecuacion de la elipse segun la posicién de su centro (en
el origen o fuera del mismo), asi como respecto de su orientacion (horizontal o vertical).
Al recordar la ecuacion de la elipse horizontal, tenemos que:
(x=h)?  (y—k)
— =1
a b
Esta ecuacion representa cualquier elipse con centro en el origen o fuera de éste. ﬂ
Ahora bien, para una elipse vertical la ecuacidn correspondiente es:
(x=hy*  (y—k)’ 1 -2
b’ @

Esta ecuacion representa cualquier elipse vertical con centro en el origen o fuera de
éste. Cabe resaltar que estas ecuaciones representan cualquier elipse en cualquiera de los
cuadrantes del plano cartesiano o coordenado.

Una elipse estd determinada por los siguientes cuatro parametros: h, k, b, a. Estos pa-  en (-2, 1).
rdmetros estan presentes en ambas ecuaciones ordinarias. Cuando no se conoce alguno
de estos pardmetros se genera una familia de elipses.

Ejemplo:
Calcular la familia de elipses verticales con centro en (-2, 1).
Dado que se conoce desde el principio la orientacion de la elipse, la eleccion sobre
qué ecuacién ordinaria elegir es sencilla:
x—h) —k)
(x=h) i y=k)y _
b a
Ademas se tiene el valor del centro, por lo que se sustituye en la ecuacion:
(x+2°  (y-17
v e
Esta ecuacién representa la familia de elipses verticales con centro en (=2, 1) y para-
metros a y b. La figura 2.32 es una ilustracidn de lo anterior.

1

1

ACtiVidad de d&S&I’I’O"O Independencia

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cédigos y herramientas apropiados.

COMPETENCIAS Y o Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.
ATRIBUTO

1. De forma individual, resuelve los siguientes ejercicios en tu cuaderno:

1) Hallar la ecuacion de la elipse que tiene como focos F(-5, 0) y F'(-5, 0) asi como una
magnitud del eje mayor de 12.

0 . 2 2

2) Graficar la elipse f—6+%= 1
. . 2 2

3) Graficar la elipse = +==1
16 36

2. Entrega tus resultados a tu profesor.

Figura 2.32. Familia de elipses con centro

VALORES

117



Problemas de aplicacion

La elipse tiene propiedades reflectoras similares a las de la parabola. Se puede demostrar
que, si una fuente luminosa o sonora se coloca en el foco de una elipse, todos sus rayos
u ondas se reflejaran en la superficie de la cénica y llegaran al otro foco. La figura 2.33
ilustra la propiedad reflectora de una elipse.

Un ejemplo de esta propiedad reflectora se puede apreciar si se construye una
mesa de billar con forma de una elipse y se ubica una buchaca en un foco, cualquier
tiro que se origine en el otro foco nunca fallara para entrar en ella. Ahora bien, si un
techo tiene forma eliptica y sus dos focos estan cerca del piso, cualquier susurro en
un foco se oird en el otro. Existen algunas “galerias de susurros” como el Vestibulo de
las estatuas del Capitolio en Washington D.C., el Tabernaculo Mormdn en Salt Lake
City, la Catedral de San Pedro en Londres y el Convento Carmelita del Desierto de los
Leones en la Ciudad de México.

Otra aplicacion de las elipses la tenemos en la demostracion que hizo Isaac New-

Figura 2.33. Propiedad reflectora de una ton, mediante las Leyes de la Gravitacidon Universal, de la primera Ley de Kepler del mo-
elipse. vimiento planetario. Esta ley establece que la drbita de cada planeta alrededor del Sol es
una elipse con éste en uno de sus focos.

Ejemplo 1:

Una de las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario dice que “los planetas se mue-
ven en Orbitas elipticas, donde el Sol se ubica precisamente en uno de sus focos”. Determi-
nar la longitud del semieje menor de la érbita de Mercurio si su excentricidad es de 0.206
y su semieje mayor mide 0.387 unidades astronémicas (UA).

Cc
Dado que el semieje mayor es 0.387 y la excentricidad corresponde a e=—=0.206,

a
se concluye que:
c

0.387
Al sustituir en b = Va2 — ¢ = V (0.387)? — (0.079722)? se encuentra que el semieje
menor mide 0.387 UA.

=0.206 — ¢=0.079722

Actividad de desarrollo Dedicacion

VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, cddigos y herramientas apropiados.

COMFETENCIAS Y Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques. ‘@
TIC
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

ATRIBUTO

1. De manera individual, determina las coordenadas de los focos de las siguientes elipses y
grafica la elipse resultante en tu cuaderno:

2 2 2 2 2 2
1) L X4 2) LiX 4 ) L X

Lodb—a= 3 -t =
16 36 9 16 225 100

2. Entrega tus resultados al profesor.

Ejemplo 2:
La Tercera Ley de Kepler dice que “el cuadrado del periodo p de un planeta es proporcio-
nal al cubo de su distancia media al Sol”. Determina el periodo de Saturno si su distancia
media al Sol es de 9.539 UA

Segun lo establecido en el problema, tenemos que:

p’=a — p=\/a_3 — p=+/(9.539)° =29.46 afios

Entonces, el periodo de Saturno corresponde a 29.46 afios.
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Actividad de cierre

Laboriosidad

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos

establecidos.

COMPETENCIAS
i e
y cientificos.

e Disciplinar: 8. Interpreta tablas, graficas, mapas, diagramas y textos con simbolos matematicos

e Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo cdmo cada uno de sus

ATRIBUTO

pasos contribuye al alcance de un objetivo.

. De forma individual, resuelve los siguientes ejercicios para poner en practica lo que has

aprendido.

e Completa la siguiente tabla.

Ecuaciones Caracteristicas Grafica
AY
2 2

A A K\ ~

a? b? \/ x
Donde a> b

Figura 2.33
x?2 + y2 1 Representa la ecuacién de la elipse
b2 a? en su forma candénica con centro en
el origen, eje focal que coincide con

Donde a> b el eje y.

Representa la ecuacién de la elipse
en su forma canonica con centro
fuera del origen (h, k), eje focal que
coincide con el eje x.

\ Y

N

N

Figura 2.34

.
>
X

Representa la ecuacién de la elipse
en su forma canonica con centro
fuera del origen (h, k), eje focal que
coincide con el eje y.

e Hallar la ecuacion de la elipse cuyos vértices se encuentran en los puntos (0, -6) y (0, 6),
y que ademas tiene una excentricidad de §

e Hallar la ecuacion de la elipse cuyos vértices son (-5, 0) y (5,0), con uno de sus focos

en (3, 0).

2. Entrega tus resultados al profesor.

VALORES

TIC
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[g Recapitulacion

Preevaluacion

Recapitula lo que aprendiste en el “Resultado de aprendizaje 2.3” y preparate para realizar tu actividad de evaluacidn.

1. Une con una linea cada concepto de la columna derecha con la informacion de la columna izquierda.

Es la figura formada por los puntos
La circunferencia. del plano que cumplen con una
condicion.

La pardbola. X2+y2+Dx+Ey+F=0

2 2 _
El lugar geométrico. Ax*+Cy*+Dx+Ey+F=0

Es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en un plano de tal
manera que su distancia de una recta
fija, situada en el plano, es siempre
igual a su distancia de un punto fijo

del plano y que no pertenece a la
Forma general de la ecuacion de la recta.

circunferencia.

Ecuacion candnica de la parabola
horizontal.

Ax>+Cy*+Dx+Ey+F=0

Ecuacion general de la pardbola.
y?=4px

Forma ordinaria de la circunferencia. X2+y2+Dx+Ey+F=0

Es el lugar geométrico de un punto
que se mueve en el plano de tal
manera que la suma de sus distancias
a dos puntos fijos del mismo plano es
siempre igual a una constante.

Es el valor del radio de un circulo nulo o
circulo punto.

Es la ecuacion de la familia de
parabolas horizontales con centro en el
origen.

x
~

=
~

o
~

Q
~

Es el conjunto de todos los puntos
Forma canonica de la elipse vertical. de un plano que equidistan de otro
punto llamado centro.

Ecuacion general de la elipse.

La elipse.
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Realiza tu evaluacién parcial.

Recapitulacion [g

1. Completa las siguientes tablas y afiada el nombre del lugar geométrico correspondiente:

Tipo Ecuacion Foco Directriz
Vertical x%=4py F(0, p) D=y=-p
Horizontal y?=4px F(p,0) D=x=-p
Vertical (x-h)?=4p(y-k) F(0, p)

Horizontal (y-k)?=4p(x- h) F(p, 0)
. . - Extremos del . . Lado
Tipo Ecuacion Foco Vértices eje menor Excentricidad recto
x2  y? c . 2b?
Vertical —+5=1 F(£c,0) | V(%a,0) A(0, £b) e=—(e<1) | LL =—
a’?  b? a a
. . 2b?
Horizontal F(0,+c) A(£b,0) LL =—
Vertical F(h k+c) A(h £ b, k)
_ h 2 _k 2 C
Horizontal (x—h) 4 -0 =1 V(h+a k) e=—(e<1)
b? a? a
Tipo Ecuacion Foco Directriz Ecuacion del eje Lado Recto
Vertical F(0, p) =0
Horizontal y?=4px F(p, 0) X=-p y=0 LL'=|4p|
Vertical
Horizontal | (y-k)2=4p(x-h) x=h-p LL'= |4p|

Valor: 3 puntos

Preevaluacion
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Actividad de evaluacion 2.2.3 Curiosidad

e Genérica: 1. Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta los
objetivos que persigue.

COMPETENCASHY Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
EVALUACION
¢ Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de decisiones. °
ATRIBUTO RUBRICA

1. De manera individual, representa graficamente la elipse, a partir del analisis de su ecua-
cion y la determinacion de sus elementos, para la soluciéon de situaciones de su entorno, ‘-?
para ello haz lo siguiente: —

2. Construccion geométrica de la elipse.

¢ Realiza la construccion geométrica de la elipse, empelando los métodos del jardinero y el escan-
tillén, que a continuacion se describen.

1) Método del jardinero:
a) Traza un plano cartesiano.
b) Identifica el eje x (abscisas) y el eje y (ordenadas).

c) En el eje de las ordenadas se marcan dos puntos cualesquiera (considerandose la misma
distancia para los positivos (+) y negativos (-)).

d) Se necesitara un hilo o cordén mayor a 10 cm, éste estara sujeto al lapiz en uno de sus
extremos y el otro extremo estara apoyado en uno de los puntos asignados en el eje y (se
recomienda que primero se tracen los positivos y después los negativos).

e) Traza el arco del eje de las abscisas positivas al eje de las ordenadas positivas y de aqui al
eje de las abscisas negativas.

f) De la misma manera traza para el lado opuesto, obteniendo el lugar geométrico de la
elipse.

2) Método del escantillon:

a) Traza un plano cartesiano considerando que el eje de las abscisas (x) sera el eje mayor
(A, B), mientras que el eje de las ordenadas (y) sera el eje menor (C, D). El punto de inter-
seccion de ambas sera el centro (O).

b) Corta una tira de papel de 20 cm de largo por 4 cm de ancho.

¢) Marca en la tira de papel el eje mayor y el eje menor, partiendo del centro. Coloca el nu-
mero 3 en el eje menor, el 2 para el eje mayor y el 1 se marcara colocando el 2 en el centro
del eje menor al punto C.

d) Para trazar la elipse se coloca la tira de papel de tal forma que el punto 2 coincida con el
eje de las abscisas positivas y el punto 3 coincida con el eje de las ordenadas negativas.

e) Marca en el punto 1 la distancia obtenida, gira la tira de papel del centro C al punto B.
f) Repite el mismo procedimiento para los puntos C a A.
g) Invierte la tira de papel para los puntos A, Dy D, B.

e Tras completar los ejercicios anteriores, desarrolla una presentacién donde expongas los pasos
que seguiste para resolver cada caso. Tal presentacion debera estar acompanada de material
grafico para una mejor comprension.
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3. Graficacion de la elipse con centro en el origen
1) Para cada inciso, encuentra la ecuacion de la parabola con los datos que se proporcionan:
a) Vértice en el origen y foco en el punto (-5,0).
b) Vértice en el origen y foco en el punto (0,7).
c) Vértice en el origen y directriz en la recta y + 2 = 0.

d) Veértice en el origen y directriz en la recta 2x— 3 = 0.

B

e) Foco en el punto F( 3 0) y directriz en la recta 3x + 4 = 0.

2) Graficay determinalas coordenadas del foco, la ecuacién de la directriz, la longitud del lado recto
y la ecuacion del eje de cada una de las siguientes parabolas:
a) x*2=12y d) x?=16y
b) y?=-4x e) x=-y2
c) 24y =8x? f) 3x2+8y=0

3) Obtén la ecuacion de la elipse acuerdo a los siguientes elementos: eje focal, distancia focal, coor-
denadas de los vértices, eje mayor, eje menor y excentricidad descritos por tu profesor.

4) Plantea dos ejemplos, con sus respectivas soluciones, donde apliques las ecuaciones de la elipse

con centro en el origen. Los ejemplos pueden ser ficticios o reales.
4. Graficacién de la elipse con centro fuera del origen
1) Determina la ecuacién ordinaria de la elipse con C(3,2), eje mayor paralelo al eje x,2a=4y 2b=3.
2) Determina la ecuacion ordinaria de la elipse con A(6, 0), A’'(-6, 0), 2b = 10.
3) Hallar la ecuacién de la elipse con los siguientes datos: A(0, 8), A'(0, -8), F0, 6).

4) Encuentra la ecuacién de la familia de elipses cuyo eje no focal es la recta cuya ecuacién es x= 38,
eje mayor igual a 6 y eje menor igual a 2.

5) Encuentra la familia de elipses cuyos vértices son: (-2, 6), V-2, —-4)

6) Encuentra la ecuacion de la elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados y que pasa por los
siguientes puntos: P(5, 2), Q(4, 5), R(-2, 5), S(-2, -1)

7) Dadas las ecuaciones de las parabolas, determina sus elementos: vértice, foco, directriz, eje ma-
yor, eje menor y lado recto.

a) y*-~10y-12x+37=0 c) 4x?-4x-16y-23=0
b) x?-24y+48=0 d) 4y?-5x+5=0

8) Obtén la ecuacion de la elipse acuerdo a los siguientes elementos: Eje focal, distancia focal, coor-
denadas de los vértices, eje mayor, eje menor y excentricidad descritos por tu profesor.

9) Plantea dos ejemplos, con sus respectivas soluciones, donde apliques las ecuaciones de la elipse
con centro fuera del origen. Los ejemplos pueden ser ficticios o reales.

5. Pasa en limpio el trabajo realizado de los puntos 2 al 8 de esta actividad, no olvides incluir su res-
pectivo titulo. incluye los procedimientos y métodos aplicados, junto con los resultados que obtu-
viste paso por paso. Realiza una portada para tu trabajo con el nombre del modulo, tus datos y los
de tu profesor, fecha, nimero de evaluacién, junto con los datos de la serie de ejercicios.

6. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 2.3.1, de tu “Autoevaluacion” que
se encuentra al final de esta unidad en la seccidon “Instrumentos de evaluacién” Revisa si cumples
con todos los indicadores de evaluacion e identifica la calificacion que estads en oportunidad de
obtener. De ser necesario, mejora tu trabajo antes de presentarlo.

7. Finalmente, entrega los resultados a tu profesor.
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EVALUACION
PLANEA

124

Contesta los reactivos que se presentan a continuacion, rellenando completamente el 6valo de la respuesta
correcta.

1. Encuentra la ecuacién general de la circunferencia que pasa por los puntos A(2-2), B(-1,4) y C(4,6).

(a) 6x?+6y2—32x—25y—-34=0
(b) 3x?+3y2—16x—25y-17=0
(c) 6x?+6y>—2x—-5y—4=0

(d) 3x?+3y2-32x—25y-34=0

. Para la circunferencia, cuya ecuacién es: x2 + y*>— 6x + 8y — 11 = 0. Determinar el centro y el radio.

(a) c(0,0)yr=6
(b) c(-43)yr=3
@ C(3,-4)yr=6

(d) c(0,0)yr=9

. Encuentra las coordenadas del centro y la longitud del radio de la circunferencia, cuya ecuacion es:

9x2+9y?+18x— 12y + 10 =0.

(a) Centro=(0,0), radio =

w =

ol

@ Centro = (-1, %), radio =

@ Centro = (1, Z), radio = Y3
3 3

(d) Centro= (-1, %), radio = 1

. Obtén la ecuacion de la pardbola con vértice en el origen y directriz en la rectax—3 =0.

@ y?=4px
@ yr=-12x
() y?+12x=0

@ x2 =4px

. Determina la ecuacién general de la parabola cuyo vértice y foco son los puntos (-4,3) y (-1,3),

respectivamente.

@ y?=4px

(b) y?—6y+9-12x-48=0
(© (y-3)2=12(x+4)

(d) x*—6x+9-12y—-48=0



EVALUACION
PLANEA

6. La directriz de una parabola es la recta y — 1 = 0, y su foco es el punto (4, —3), determina cual de las
siguientes ecuaciones corresponde a su ecuacion.

@ Xx?—8x+8y+24=0
@ x?—x+y=0

@ x2—8x+8y—24=0
@

X2+ 8x+8y+24=0

7. Determina las coordenadas de los focos de la elipse cuya ecuacion es: 4x? + 9y? = 1.
5 5
F(Z,0) F(-2,0
@ FAZ,0  F=2,0
5 5
Fo,2) F(0,-2
®) F0,2) FO,~)

() F(o,é) F'(o,-é)
(d) F(JE,O) F'(-JE,O)

6 6
8. Determina la ecuacion de la elipse cuyos focos son los puntos (3, 8) y (3, 2), la longitud de su eje menor es 8.
(a) 25x2+16y>—150x — 160y + 225 =0
(b) 25(x—3)2+16(y - 5) = 400
(c) 25y?+16x>—160x— 150y +225=0

(d) y?+x?—160y —150x +225=0

9. Determina la ecuacién de la elipse que pasa por los siguientes puntos: (0, —1), (2, 0), (4, -1) y (2, -2).
@ x*+4y—4x+8y+4=0
@ x*+4y*+4x+8y+4=0
@ x2+4y?—4x+8y+4=0

@ X2 +2y?=2x+4y+2=0

10. Determina la ecuacion candnica de la elipse con centro en el origen, vértice (0, 5) y foco en (0, 4).

@ 9x2+25y2=1

® @@
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Instrumentos de evaluacion

Autoevaluacion

Evalua los indicadores de aprendizaje de cada actividad de evaluacion parcial para conocer la calificacion que estds en posibilidad
de obtener en la rubrica segun tu desempefio. Marca una V en cada indicador logrado.
Para obtener Suficiente, deberas cubrir todos los indicadores del tono mas claro, y para lograr Excelente, todos los indicadores de

ambos tonos.

Suficiente - Excelente

Rubrica 2.1.1

Moadulo: Grupo:
Representacion grafica de funciones. po:
Nombre del alumno: Fecha:

2.1 Representa graficamente la
circunferencia mediante su ecuacién
o elementos que la integran.

Resultado de aprendizaje (R.A.):

Actividad de evaluacion:
2.1.1 Representa graficamente la circunferencia, a partir del analisis de su ecuacién y la determinacion
de sus elementos, para la solucién de situaciones de su entorno.

Porcentaje

~

Indicador logrado

Grafica de la circunferencia
con centro en el origen

30%

Grafica de la circunferencia
con centro fuera del origen

30%

Grafica de la circunferencia
dados tres puntos

40%

Calculé la ecuacidn de las circunferencias con centro en el origen, solicitadas
por el docente y realicé su representacion grafica, considerando los proce-
dimientos descritos.

Calculé la ecuacion con centro fuera del origen solicitadas por el docente y

realicé su representacion grafica sin errores.

Calculé sin errores la ecuacion general de la circunferencia, mediante la
construccion y solucidn de tres ecuaciones simultdneas con tres variables
de primer grado.

Simplifiqué la ecuacion general a ordinaria, localicé las coordenadas del cen-
tro y longitud del radio.

100

Elaboré la grafica de la circunferencia en hojas milimétricas.

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos
vistos en el RA 2.1y platica con tu maestro para obtener una segunda oportunidad de valoracién.
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Instrumentos de evaluacion

Marca una V en cada indicador logrado.

Rubrica 2.2.1
Médulo: Grupo:
Representacion gréfica de funciones po:
Nombre del alumno: Fecha:

Resultado de aprendizaje:
2.2 Representa graficamente la
parabola, mediante su ecuacion o
elementos que la integran.

Actividad de evaluacion:
2.2.1 Representa graficamente la parabola, a partir del analisis de su ecuacién y la determinacion de
sus elementos, para la solucién de situaciones de su entorno.

Porcentaje

Ve

Indicador logrado

Graficacion de parabolas
con centro en el origen
30%

Calculé las coordenadas del foco, directriz, longitud del lado recto y realicé la grafica
de la pardbola con vértice en el origen, sin errores.

Graficacion de parabolas
con centro fuera del origen
30%

Calculé las coordenadas del foco, directriz, longitud del lado recto y realicé la grafica
de la parabola con vértice fuera del origen, sin errores.

Aplicaciones cotidianas de
la parabola
40%

Resolvi problemas aplicando los fundamentos de la parabola en aplicaciones de disefio
de espejos para telescopios, sistemas de alumbrado, puentes, faros de auto y antenas
receptoras de television, empleando los modelos matematicos estudiados.

100

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos vis-
tos en el RA 2.2 y platica con tu maestro para obtener una segunda oportunidad de valoracion.

Rubrica 2.3.1
Médulo: Grupo:
Representacion grafica de funciones po:
Nombre del alumno: .
Fecha:

Resultado de aprendizaje:
2.3 Representa graficamente la
elipse, mediante su ecuacion o
elementos que la integran.

Actividad de evaluacion:
2.3.1 Representa graficamente la elipse, a partir del andlisis de su ecuacién y la determinacion de sus
elementos, para la solucién de situaciones de su entorno.

Porcentaje

N

Indicador logrado

Construccion geométrica
de la elipse
30%

Realicé la construccion geométrica de la elipse empleando los métodos del jardinero
y el escantillén, obteniendo un espacio geométrico uniforme sin errores.

Graficacion de elipse con
centro en el origen
30%

Obtuve la ecuacién de la elipse acuerdo a los siguientes elementos: eje focal, distan-
cia focal, coordenadas de los vértices, eje mayor, eje menor y excentricidad descritos
por el docente.

Graficacion de elipse con
centro fuera del origen
40%

Obtuve la ecuacion de la elipse acuerdo a los siguientes elementos: eje focal, distan-
cia focal, coordenadas de los vértices, eje mayor, eje menor y excentricidad descritos
por el docente,

100

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos vis-
tos en el RA 2.3 y platica con tu maestro para obtener una segunda oportunidad de valoracion.
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Instrumentos de evaluacion

Heteroevaluacion

De acuerdo con el desempefio de sus alumnos, anote el peso logrado en cada actividad realizada. Sume los porcentajes para
obtener el peso para la unidad.

Tabla de ponderacion

. Aspectos a o o o
Unidad RA Actividad evaluar Yo Peso % Peso % Peso
de evaluacion c P A especifico | logrado | acumulado
2.1 Representa graficamente
la circunferencia, mediante 211 - o | a 15
su ecuacién o elementos o
que la integran.
2. Represen- 2.2 Representa
tacién graficay | graficamente la parabola, 221 a | o | a 15
uso de curvas mediante su ecuacién o -
canodnicas. elementos que la integran.
2.3 Representa
graficamente la elipse, a | ol a
mediante su ecuacién o 2:3.1 10
elementos que la integran.
% peso para la unidad 2 40
Peso total del médulo 100

Al término de la dltima unidad, sume el peso logrado en todas las unidades y obtenga el total del médulo.
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Instrumentos de evaluacion

Coevaluacion

Trabaja con un compariero para que se evalien mutuamente. Escribe los datos de tu compafiero en la tabla siguiente.
Evalua los atributos de las competencias genéricas que tu compariero puso en practica durante esta unidad; para ello, en la tabla

indica con una “X” la casilla que corresponda.

Nombre de mi compaiiero:

Carrera: Nombre del médulo:
Semestre: Grupo:
Competencias . Con Algunas
P L. Atributos . g_ Nunca
genéricas frecuencia | ocasiones

Se autodermina y cuida de si

1. Se conoce y valora a si
mismo y aborda problemas
y retos teniendo en cuenta
los objetivos que persigue.

Elige alternativas y cursos de accion con base en criterios
sustentados y en el marco de un proyecto de vida.

Analiza criticamente los factores que influyen en su toma de
decisiones.

Se expresa y comunica

4. Escucha, interpreta vy
emite mensajes pertinen-
tes en distintos contextos
mediante la utilizacién de
medios, codigos y herra-
mientas apropiados.

Expresa ideas y conceptos mediante representaciones lin-
gliisticas, matematicas o gréficas.

Maneja las tecnologias de la informacion y la comunicacién
para obtener informacion y expresar ideas.

Piensa critica y reflexivamente

5. Desarrolla innovaciones
y propone soluciones a
problemas a partir de mé-
todos establecidos.

Sigue instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo cémo cada uno de sus pasos contribuye al
alcance de un objetivo.

Construye hipétesis, y disefia y aplica modelos para probar
su validez.

6. Sustenta una postura
personal sobre temas de
interés y relevancia gene-
ral, considerando otros
puntos de vista de manera
critica y reflexiva.

Elige las fuentes de informacidn mas relevantes para un pro-
posito especifico y discrimina entre ellas de acuerdo con su
relevancia y confiabilidad.

Trabaja en forma colaborativa

8. Participa y colabora de
manera efectiva en equi-
pos diversos.

Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar
un proyecto en equipo, definiendo un curso de accién con
pasos especificos.

Asume una actitud constructiva, congruente con los conoci-
mientos y habilidades con los que cuenta dentro de distintos
equipos de trabajo.
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\ Cultura para la Paz

Conciencia de mis acciones = control y armonia

“La conquista de si mismo es la mayor de las victorias”.

Platon, filésofo griego del siglo 111

Constantemente estamos decidiendo, desde la ropa que nos ponemos hasta la ca-
rrera que elegimos. A excepcidn de algunas reacciones involuntarias (como estor-
nudar o bostezar, etc.), todas nuestras acciones son una decision, jinclusive nuestros
estados de animo!
Para decidir, nuestro cerebro utiliza las experiencias y la informacién previa con la que
cuenta, parte de esa informacidn es consecuencia de experiencias directas y otra es resul-
tado de lo que hemos escuchado o leido, es decir, informacion indirecta, referenciada.
Nuestro cerebro necesita respuestas rapidas y constantes, y en muchas ocasio-
nes, utiliza las vias mas cortas para ello, y toma la informacion que tiene a la mano.
Parte de esta informacién (la indirecta) resulta ser un prejuicio, es decir, un juicio
previo a una experiencia real y, por lo tanto, un juicio sin fundamento.
Amos Tversky y Daniel Kahneman llamaron a estos prejuicios “sesgos cog-
nitivos”, que son esquemas de pensamiento inconscientes y muy poderosos,
que nos llevan a decisiones emocionales, intuitivas y sin razonamiento légico.

En las relaciones personales tomamos decisiones que muchas veces estan afectadas por los sesgos cogniti-

vos. La buena noticia es que tu puedes hacerte consciente de ellos e identificarlos para erradicarlos. Comence-
mos por ubicarlos.
Algunos de estos sesgos cognitivos son:

Tendencia a fijarme sélo en lo que me da la razén.

Tendencia a creer que mi grupo (amigos, familia, grupo social, equipo) siempre tiene la razén.
Tendencia a creer que los éxitos son por mi causa, y los fracasos, por causa de los demas.
Tendencia a justificar mis decisiones a toda costa.

Tendencia a evitar los cambios.

Tendencia a fijarme mas en lo negativo.

Tendencia a creer lo que cree todo el mundo.

Tendencia a esconderme o evadir los problemas.




En su obra, El libro de las pequerias revoluciones, la psicéloga espafiola Elsa Punset propone que una
forma efectiva de reducir el efecto de los sesgos cognitivos es observar nuestra conducta diaria. El acto de
“pescarnos” en alguna de estas actitudes nos ayuda a hacerlas conscientes y nos permite actuar y reflexionar:
épor qué reacciono de este modo?, ¢como quiero actuar frente a esta situacion? A continuacion, trabajaras
una dindamica en equipo para ejercitar esta técnica.

Nuestro reflejo
1. Enequipo de tresintegrantes (de preferencia amigos o compafieros con quienes
interactien con mas frecuencia), durante una semana observen su comporta-
miento entre si, registrenlo dia a dia en una tabla como el modelo siguiente.

Yo Compaiiero 1 Compaiiero 2

Fijarme s6lo en lo que me da
la razon.

Creer que mi grupo (amigos,
familia, grupo social, partido)
siempre tiene la razén.

Ejemplo: 12 de octubre. En
clase culpé a los otros por la
nota baja que obtuvimos en
el trabajo en equipo.

Creer que los éxitos son por
mi causa y los fracasos, por
causa de los demas.

Justificar mis decisiones a
toda costa.

Ejemplo: 15 de octubre. Te
sugeri que invitaramos a la
compafera nueva a nuestra
Evitar los cambios. reunién de estudio y no
estuviste de acuerdo porque
“nunca hemos invitado a
nadie”.

Fijarnos mas en lo negativo.

Creer lo que cree todo el
mundo.

Esconderse o evadir los
problemas.

2. Describan brevemente la acciéon que observaron y anoten el dia en que suceda, como en el
ejemplo.

3. Realicen el ejercicio de forma constante, con respeto y objetividad (describan los hechos, sin en-
juiciarlos). Eviten los adjetivos calificativos (feo, mal, etc.), y dejen a un lado su emotividad (“yo
senti que...”, “se me hizo mala onda...”).

4. Al final de la semana, rednanse para compartir sus observaciones. Propicien un ambiente de
confianza y respeto, con el objetivo de que la actividad sea de provecho para la mejora de cada
integrante del equipo.

5. Observen cudles actitudes se repiten en los reportes de los tres integrantes.

6. De forma individual, reflexiona sobre cada una de las actitudes que tuviste en la semana y la
frecuencia con la que actuas de esa forma.

7. Comenten con el grupo: icémo se realizé el trabajo en su equipo?, ¢cudntas coincidencias hubo
entre lo que reportaron unos de otros?, ¢qué observaciones les fueron mas significativas: las
propias o las de sus compafieros?, ipodrian establecer esta rutina de autobservacion de forma
permanente?, {qué ventajas encuentran en ello?

Recuerda que para estar bien con los otros, hay que comenzar con estar bien con uno mismo.
Practica la reflexion como parte de tu rutina personal. Procura atender tus emociones para mantener
un equilibrio personal que te permita establecer buenas relaciones con los demas y disfrutar esta etapa
de tu vida.




éQué es una derivada?

éQué es un limite?

Unidad 3

REPRESENTACION GRAFICA DE DERIVADAS

N,

22 horas

“Si consigo ver mas lejos es porque
he conseguido auparme a hombros de
gigantes”.

Isaac Newton

ABANDONO
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Lectura

Un poco de historia y el nacimiento del calculo

Introduccion
El calculo constituye una de las grandes conquistas intelectuales de la humanidad. Una vez construido,
la historia de la matematica ya no fue igual: la geometria, el dlgebra y la aritmética, la trigonometria, se
colocaron en una nueva perspectiva tedrica. [...] El cdlculo cristaliza conceptos y métodos que la humani-
dad estuvo tratando de dominar por mds de veinte siglos. Una larga lista de personas trabajaron con los
métodos "infinitesimales" pero hubo que esperar hasta el siglo XVII para tener la madurez social, cienti-
fica y matematica que permitiria construir
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neralidad suficiente para su desarrollo pos-

terior. Estos desarrollos estuvieron elaborados a partir de visiones de hombres como Torricelli, Cavalieri y
Galileo, o Kepler, Valerio y Stevin. Los alcances de las operaciones iniciales con infinitesimales que estos
hombres lograron fueron también resultado directo de las contribuciones de Oresme, Arquimedes y Eu-
doxo. Finalmente, el trabajo de estos ultimos estuvo inspirado por problemas matematicos y filoséficos
sugeridos por Aristoteles, Platén, Tales de Mileto, Zendn y Pitdgoras. Para tener la perspectiva cientifica
e historica apropiada, debe reconocerse que una de las contribuciones previas decisivas fue la geometria
analitica desarrollada independientemente por Descartes y Fermat.

Sin la contribucién de éstos y de muchos otros hombres mas, el cdlculo de Newton y Leibniz segu-
ramente no existiria. Su construccion fue parte importante de la revolucidn cientifica que vivio la Europa
del siglo XVII. El calculo diferencial e integral estan en el corazén del tipo de conocimiento, cultura y de
sociedad de la que, en esencia, somos parte.

El extraordinario avance registrado por la matematica, la fisica y la técnica durante los siglos XVIII, XIX
y XX se lo debemos al célculo infinitesimal, por lo que puede considerdrsele como una de las joyas de la
creacion intelectual de la que el hombre puede sentirse orgulloso.
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El siglo XVII y la disputa por la creacion del calculo
En sus comienzos el calculo fue desarrollado para estudiar cuatro problemas cientificos y matematicos:

e Encontrar la tangente a una curva en un punto.

e Encontrar el valor maximo o minimo de una cantidad.

e Encontrar la longitud de una curva, el area de una regidn y el volumen de un sélido.

e Dada una férmula de la distancia recorrida por un cuerpo en cualquier tiempo conocido, encontrar
la velocidad y la aceleracién del cuerpo en cualquier instante. Reciprocamente, dada una férmula
en la que se especifique la aceleracidn o la velocidad en cualquier instante, encontrar la distancia
recorrida por el cuerpo en un periodo conocido.

En parte, estos problemas fueron analizados por las mentes mas brillantes del siglo, concluyendo en

la obra cumbre del fildsofo-matematico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz y el fisico-matematico inglés
Isaac Newton: la creacion del calculo. Se sabe que los dos trabajaron en forma casi simultanea pero sus
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enfoques son diferentes. Los trabajos de Newton estan motivados por sus propias investigaciones fisicas
(de alli que tratara a las variables como "cantidades que fluyen") mientras que Leibniz conserva un carac-
ter mds geométrico vy, a diferencia de su colega, trata a la derivada como un cociente incremental y no
como una velocidad. Leibniz no habla de derivada sino de incrementos infinitamente pequefios, a los que
llama diferenciales. Un incremento de x muy pequefio se llama diferencial de x, y se anota dx. Lo mismo
ocurre para y (con notacién dy). Lo que Newton llamé fluxion, para Leibniz fue un cociente de diferencia-
les (dy/dx). No resulta dificil imaginar que, al no poseer en esos tiempos un concepto claro de limite y ni
siquiera de funcion, los fundamentos de su calculo infinitesimal sean poco rigurosos. Se puede decir que
el calculo de fluxiones de Newton se basa en algunas demostraciones algebraicas poco convincentes, y las
diferenciales de Leibniz se presentan como entidades extrafias que, aunque se definen, no se comportan
como incrementos [...].

Resulta muy interesante la larga y lamenta-
ble polémica desatada a raiz de la prioridad en el
descubrimiento [...].

La discusion siguid hasta mucho después de
la muerte de los dos grandes protagonistas y, por
fortuna, hoy ha perdido interés y la posteridad ha
distribuido equitativamente las glorias. Hoy esta
claro que ambos descubrieron este calculo en for-
ma independiente y casi simultanea entre 1670
y 1677, aunque fueron publicados unos cuantos
afios mas tarde.

La difusidn de las nuevas ideas fue muy lenta
y al principio sus aplicaciones escasas. Los nuevos
métodos tuvieron cada vez mas éxito y permitie-
ron resolver con facilidad muchos problemas. Los
nuevos logros fueron sometidos a severas criticas; la justificacion y las explicaciones ldgicas y rigurosas de
los procedimientos empleados no se dieron hasta avanzado el siglo XIX, cuando aparecieron otros mate-
maticos, mas preocupados por la presentacion final de los métodos que por su utilizacién en la resolucion
de problemas concretos.

Gottfried Wilhelm Leibniz. Isaac Newton.

El siglo XVIII

Durante buena parte del siglo los discipulos de Newton y Leibniz se basaron en sus trabajos para resolver
diversos problemas de fisica, astronomia e ingenieria, lo que les permitid, al mismo tiempo, crear campos
nuevos dentro de las matematicas. Asi, los hermanos Bernoulli inventaron el calculo de variaciones vy el
matematico francés Monge la geometria descriptiva. Lagrange, también francés, dio un tratamiento com-
pletamente analitico de la mecanica, realizd contribuciones al estudio de las ecuaciones diferenciales y la
teoria de numeros, y desarrollé la teoria de grupos. Su contemporaneo Laplace escribié Teoria analitica
de las probabilidades (1812) y el clasico Mecdnica celeste (1799-1825), que le valié el sobrenombre de "el
Newton francés".

Sin embargo, el gran matematico del siglo fue el suizo Euler, quien aporté ideas fundamentales sobre
el calculo y otras ramas de las matematicas y sus aplicaciones. Euler escribid textos sobre calculo, mecani-
cay algebra que se convirtieron en modelos a seguir para otros autores interesados en estas disciplinas. El
éxito de Euler y de otros matematicos para resolver problemas tanto matematicos como fisicos utilizando
el calculo sirvio para acentuar la falta de un desarrollo adecuado y justificado de las ideas basicas del cal-
culo. La teoria de Newton se baso en la cinematica y las velocidades, la de Leibniz en los infinitésimos, y
el tratamiento de Lagrange era completamente algebraico y basado en el concepto de las series infinitas.
Todos estos sistemas eran inadecuados en comparacién con el modelo légico de la geometria griega, y
este problema no fue resuelto hasta el siglo posterior.

A los matematicos de fines del siglo el horizonte matematico les parecia obstruido. Se habia llegado
al estudio de cuestiones muy complicadas a las que no se les conocia o veia un alcance claro. Los sabios
sentian la necesidad de estudiar conceptos nuevos y hallar nuevos procedimientos.

El siglo XIX

Un problema importante fue definir el significado de la palabra funcién. Euler, Lagrange y el matematico
francés Fourier aportaron soluciones, pero fue el matematico aleman Dirichlet quien propuso su defi-
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nicion en los términos actuales. En 1821 Cauchy,
un matematico francés, consiguié un enfoque 16-
gico y apropiado del cdlculo y se dedicé a dar una
definicion precisa de “funcién continua”. Basé su
visién del calculo sélo en cantidades finitas y el
concepto de limite. Esta solucidn plante6 un nue-
vo problema, el de la definicion légica de numero
real. Aunque la definicion de cdlculo de Cauchy
estaba basada en este concepto, no fue él sino
el matematico alemdan Dedekind quien encontrd
una definicidn adecuada para los nUmeros reales.
Los matematicos alemanes Cantor y Weierstrass

Gerog Cantor. Karl Weierstrass. también dieron otras definiciones casi al mismo
tiempo.

Ademas de fortalecer los fundamentos del analisis, nombre dado a partir de entonces a las técnicas
del cdlculo, se llevaron a cabo importantes avances en esta materia. Gauss, uno de los mds importantes
matematicos de la historia, dio una explicacion adecuada del concepto de nUmero complejo; estos nime-
ros formaron un nuevo y completo campo del andlisis, desarrollado en los trabajos de Cauchy, Weierstrass
y el matematico aleman Riemann. Otro importante avance fue el estudio de las sumas infinitas de expre-
siones con funciones trigonométricas, herramientas muy utiles tanto en las matematicas puras como en
las aplicadas, por parte de Fourier. Cantor estudio los conjuntos infinitos y una aritmética de niumeros in-
finitos. La teoria de Cantor fue considerada demasiado abstracta y criticada. Encontramos aqui un espiritu
critico en la elaboracion de estas nociones tan ricas. Esto constituye un punto de vista muy diferente del
que animaba a los matematicos del siglo anterior. Ya no se trata de construir expresiones ni forjar nuevos
métodos de calculo, sino de analizar conceptos considerados hasta entonces intuitivos.

Gauss desarrolld la geometria no euclidiana pero tuvo miedo de la controversia que pudiera causar su
publicacién. También en este siglo se pasa del estudio simple de los polinomios al estudio de la estructura
de sistemas algebraicos.

Los fundamentos de la matemadtica fueron completamente transformados durante el siglo XIX, sobre
todo por el matematico inglés Boole en su libro Investigacion sobre las leyes del pensamiento (1854).

Siglo XX y nuestros dias
Es importante el aporte realizado por Lebesgue referido a la integracion y a la teoria de la medida y las
modificaciones y generalizaciones realizadas por matematicos que lo sucedieron.

En la Conferencia Internacional de Matematicos que tuvo lugar en Paris en 1900, el matematico ale-
man David Hilbert, contribuyente sustancial en casi todas las ramas de la matematica, retomé veintitrés
problemas matematicos que él creia podrian ser las metas de la investigacion matematica del siglo que
recién comenzaba. Estos problemas fueron el estimulo de una gran parte de los trabajos matematicos del
siglo [...].

Conclusiones

El progreso de las ideas no se da en el tiempo a través de una trayectoria perfectamente delineada y pre-
concebida; existen muchos elementos que en la construccion son desechados, reformulados o agregados.
Las concepciones filoséficas sobre la realidad, el papel de la ciencia, y en especial sobre las caracteristi-
cas que debe reunir el conocimiento matematico para considerarse cientifico determinaron los enfoques
realizados en cada época. El impacto que tuvieron los personajes y las contribuciones consignadas en la
historia dificilmente puede ser comprendida a cabalidad si estos aspectos no se toman en cuenta.

Un poco de historia y el nacimiento del cdlculo, en <http://www.fca.unl.edu.ar/ Intdef/Historial.
htm#lndice>, consulta: mayo de 2016.



Evaluacion de comprension lectora

Con base en el texto anterior, lee las siguientes preguntas y rellena completamente el circulo que correspon-
de a la respuesta correcta.

1. De acuerdo con el texto, équiénes fueron considerados los inventores del calculo?
N\ c s P
(a) Aristotelesy Platon.
e -
(b) Newtony Leibniz.
(c)

(c) Newtony Platon.

(d) Leibnizy Ptolomeo.

2. ¢Quién fue el matematico mas sobresaliente del siglo XVIII?
N\
(a) Euler.
N
(b) Laplace.

0
(¢) Lagrange.

N q
(d) Bernoulli.

3. éEn qué siglo se dio prioridad a la definicién de la palabra funcién?
(a) xvil
(b) Xvill

(c) XIX

(d) XX

4. iCuantos fueron los problemas retomados por David Hilbert, sobre los que pensaba podrian ser la
meta de la investigacion matematica de ese siglo?

(a) 20

\_/
YR
(b) 21

(c) 22

N
(d) 23

5. Alo que Newton llamo fluxidn, ¢cémo lo representaba Leibniz?
D ]
(a) Como una derivada.
(b) Como una suma de diferenciales.

(c) Como una divisién de diferenciales.

(d) Como una multiplicacién de diferenciales.
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Evaluacion diagndstica

Lee con atencion cada pregunta y responde segun tus conocimientos.

1. En tus propias palabras, define lo que es una funcién.

2. Menciona lo que entiendas por teorema.

3. ¢Qué es una tangente?

4. iComo se define una secante?

5. Cita las partes de la elipse.

6. ¢Qué es una funcidén racional?

7. Menciona en qué casos la operacion de divisién no esta definida.

8. Define la nocidn de lugar geométrico.

9. En tus propias palabras, define lo que es aceleracion de un cuerpo.

10. ¢Cuales son las partes de la circunferencia?
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3.1 Representa graficamente funciones,
limites y continuidad mediante su
ecuacion o elementos que la integran

En esta unidad estudiaras funciones, limites y el concepto de derivada, los cuales son
la base del Célculo diferencial. La nocidn intuitiva de limite es un término que ayuda a
la introduccién de la derivacion, por lo tanto, es fundamental comprender el concep-
to de derivada de una funcién y deducir las reglas de derivacion.

Reflexion @
VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
COMPETENCIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de
la informacidn y la comunicacion.

—

TIC

» Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

ATRIBUTO

. En equipo de cuatro integrantes, investiguen en fuentes confiables de libros, internet y
diccionarios matematicos el concepto de "funciones".

. Hagan un mapa conceptual del tema.

. Presenten su mapa conceptual en clase.

ABANDONO
—

“Con cada hora perdida, perece una parte
de la vida. Los hechos hacen al hombre”.
Gottfried Leibniz
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El término funcién fue
usado por primera vez en
1637 por el matematico
francés René Descartes
para designar una potencia
X" de la variable x. En 1694,
el matematico aleman Gott-
fried Wilhelm Leibniz utilizé
el término para referirse

a varios aspectos de una
curva, como su pendiente.
Hasta fechas recientes, su
uso mas generalizado ha
sido el dado en 1829 por el
matematico aleman Johann
Peter Gustav Lejeune Diri-
chlet (1805-1859).
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Identificacion de la naturaleza de
las funciones

Funciones algebraicas

Una funcién algebraica es una expresidén que satisface una ecuacién polindmica cuyos
coeficientes son a su vez polinomios o monomios. Por ejemplo:

a (x)y"+a (x)y"'+..+a,(x)=0
Los coeficientes de esta ecuacidn son funciones polindmicas de x.
Dominio

El dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores validos que puede tomar la
variable independiente x.

Ejemplo:
Sea f una funcién con dominio R (los numeros reales), tal que f(x) + x> para todo x en R;
calcular f (-6) .

El resultado corresponde a la sustitucion del nimero real R por:

fix) =x*
f(=6) = (-6)*
f(-6) =36

Contradominio
El contradominio o imagen de una funcién es el conjunto de valores que puede tomar la
variable dependiente y.

Para que una relacidn de un conjunto A en otro B sea una funcién debe cumplir las
siguientes condiciones:

* Todo elemento del conjunto de partida A debe tener imagen.
e Laimagen de cada elemento x € A tiene una y sélo unaimageny € B

El conjunto formado por todos los elementos de B que son imagen de algiin elemento
del dominio se denomina conjunto imagen o recorrido de f.

Ejemplo:
Dado el siguiente conjunto de pares ordenados: (4, 12), (6, 7), (-1, 4), (2, 3), (-3, 6), deter-
minar el dominio y contradominio.

En este caso, el dominio corresponde a los primeros elementos de los pares orde-
nados, esto es, 4, 6, —1, 2 y —3. El contradominio son los segundos elementos de dichos
pares, es decir, 12, -7,4, 3y 6.

Una funcién es el término usado para indicar la relacion o correspondencia entre
dos o mds cantidades. En palabras del matematico aleman J. P. G. Lejeune-Dirichlet
(1805-1859), se comienza con “una variable, [que] es un simbolo que representa un nu-
mero dentro de un conjunto de ellos. Dos variables X y Y estan asociadas de tal forma
que al asignar un valor a X entonces, por alguna regla o correspondencia, se asigna au-
tomaticamente un valor a Y, y se dice que Y es una funcidn (univoca) de X. La variable X,
a la que se asignan libremente valores, se llama variable independiente, mientras que la
variable Y, cuyos valores dependen de X, se llama variable dependiente. Los valores per-
mitidos de X constituyen el dominio de definicidn de la funcidn, [en tanto que] los valores
que toma Y constituyen su recorrido”.



Algunas observaciones sobre las funciones:
e Enunafuncién F: A - B, todo elemento x € A tiene una y sélo una imageny € B.
e Unelementoy € B puede:

— No serimagen de ningun elemento x € A.

— Ser imagen de uno o mas elementos en A.

e Larelacién inversa f* de una funcién f puede no ser una funcion.

Tabulacién

Como se ha mencionado, una funcion puede representarse de diferentes maneras. Una
de ellas es la tabulacidn. Este tipo de representacion resulta sencilla debido al orden que
presenta. Cada fila corresponde a un valor de funcion compuesto por diferentes atribu-
tos divididos en columnas que identifican la caracteristica del atributo. La siguiente tabla
ejemplifica una funcidn.

Ao Poblacién
1650 600
1700 700
1750 800
1800 900
1850 1000
1900 1100
1950 1200

En la tabla anterior, la variable independiente es el afio y la variable dependiente
es la poblacion. De esta forma, la tabla representa la funcion Poblacién = f(x), donde la
variable x representa el afo.

Graficacion
Otra forma de representar una funcion es a través de una grafica. Las graficas permiten
observar variaciones o tendencias en los datos. De igual manera, revelan la forma que
adoptan éstos: una elipse, una linea recta, etc. La figura 3.1 ilustra la representacion de la
funcidn de la tabla anterior mediante una gréfica.

Es importante mencionar que la forma de representar una funcién no es indepen-
diente de las demas. Por ejemplo, la tabulacién permite generar una grafica especifica.

Poblacion

v

En el video “Funciones,
dominio, contradominio,
rango, grafica, cre-
ciente, decreciente,
explicita, implicita”
podras conocer qué

son las funciones
algebraicas.

https://www.youtube.com/
watch?v=Tdw7SIpOMpE

Y

TIC

Afo Figura 3.1. Representacion de una
funcidn a través de una grafica.
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Una forma adicional de representar una funcion es con una férmula. Es la mas comun
y se expresa como sigue:

flx)=x+12

Esta ultima forma resulta familiar debido a que muchas de las ecuaciones que se han
estudiado a lo largo de las unidades anteriores tienen un aspecto similar.

Actividad de desarrollo Laboriosidad

VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
compeTencias. | @ Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

¢ Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo, definiendo un
ATRIBUTO curso de accidn con pasos especificos.

1. En pareja, pongan en practica lo aprendido hasta el momento. Para ello, resuelvan los
siguientes ejercicios en su cuaderno.

1) Sean A=A{1,2,3}yB=A{1, 2, 3, 4, 5}. Encuentren una relacion que se considere como
una funcion uno a uno.

2) Determinen la imagen de las siguientes funciones:
a) fix)=x?>+7,dondexeZ
b) f(x)=3x+1, donde x € R.
3) Sean A=A{1,2,3}yB=Aa, b, c}. Enumeren tres funciones de A en B.

NO

— ABANDONO

—

2. Entreguen sus respuestas al profesor.

“El conocimiento descansa no sélo
sobre la verdad, sino también sobre
el error”.

Carl Jung

Tipos de funciones

No sélo existen diferentes formas de representar una funcién sino también diferentes
tipos de funciones. A continuacidn, se listan los diferentes tipos de funciones:

e Funcion inyectiva o funcién uno a uno.

* Funcion epiyectiva o sobreyectiva.

* Funcion biyectiva.

Una funcién f: A = B se dice que es inyectiva si y sélo si elementos distintos en A le
corresponden imagenes distintas en B.

Una funcidn f: A - B es epiyectiva o sobreyectiva si y sélo si todo elemento de B es
imagen de algin elemento de A.

Una funcién f: A - B es biyectiva si y sélo si es inyectiva y epiyectiva.
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Actividad de desarrollo

Perseverancia

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la

utilizacién de medios, cédigos y herramientas apropiados.

e Disciplinar: 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedi-

COMPETENCIAS mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensién y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.
ATRIBUTO

1. De forma individual, pon en practica lo que has aprendido. Para ello, re-
suelve los siguientes ejercicios en tu cuaderno.

1) Dada la funcion f: R > R definida por f(x) = 3x*> + 2, jcual es el valor de
fi=5)?

2) ;Cudl es el valor de fl4) + f[-2) si f: R > Ry esta definida por
fix) =x*+x-1?

3) ¢Cudl es el valor de % si f: R > R se encuentra definida por f(x) = x2
+2x-1?

2x* +4

2x-2

2. Compara tus respuestas con un companero, corrige de ser necesario y
entrega tus resultados al profesor.

4) ¢Cual es el dominio de la funcién f: R = R definida por f(x)= ?

Funciones racionales

Muchas funciones se forman a partir de otras funciones (que pueden ser polinomiales)
mediante operaciones (como la composicidn). En esta seccidn se formara una clase espe-
cial de funciones con el cociente de dos funciones polinomiales.

Una funcién racional y = f(x) es una funcidn que tiene la siguiente forma:

_ gk
f=5

donde g(x) y h(x) son polinomios.

Dominio
Tal como ocurre con las funciones algebraicas, el término dominio para una funcién ra-
cional representa el conjunto de valores permitidos que puede adoptar la variable inde-
pendiente x.

Contradominio
El contradominio o imagen de las funciones racionales es el conjunto de valores que pue-
de tomar la variable dependiente y.

Tabulacion

El objetivo de tabular una funcién racional es encontrar el punto donde la misma puede
o no estar definida. Este aspecto es importante para los temas siguientes debido a que el
resultado de la funcidn puede no estar definido para un cierto valor, pero se puede aproxi-
mar al resultado ilustrandolo a través de una tabla

En el siguiente enlace en-
contraras las instrucciones
para construir juegos

que te ayudaran a
reforzar tus conoci-
mientos.

https://anagarcia-
azcarate.wordpress.

VALORES

=2

_Tic

com/2015/06/09/bingo-de-la-funcion-

lineal/
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Ejemplo:

aa 2
Tabular la funcién f(x)=——
x-1
Al observar la funcidn es facil darse cuenta que cuando x = 1 la funcién no esta defi-
nida. Asi, aunque el nimero 1 no esta en el dominio de la funcién dada, se puede evaluar
f en valores de x cercanos a él. Por ejemplo, en la siguiente tabla se puede verificar lo

anterior.

X =1 0.999 1.001 3

f(x) 1 -2.000 2.000 1

Por otra parte, cuando |x| toma valores muy grandes, los valores correspondientes a
la funcidn f(x) tienden a cero. La siguiente tabla muestra el caso descrito.

X =199 10 001

f(x) -0.002 0.002

Como se vera mas adelante, si a es un cero en el denominador puede ocurrir una de
varias situaciones, las cuales se observan en la siguiente tabla.

Notacion Descripcion

X—>a X se aproxima a a desde la izquierda (valores menores que a).

X—>at X se aproxima a a desde la derecha (valores mayores que a).
fix) > f(x) aumenta sin limite (puede ser tan positiva como desee).
f(x) > —c | f(x) disminuye sin limite (puede ser tan negativa como desee).

El simbolo o, que se lee como “infinito”, y —oo, que se lee como “menos infinito”, no
representan nimeros reales; simplemente especifican ciertos tipos de comportamiento
de funciones y variables.

Graficacion
Graficar una funcion racional resulta una tarea mas complicada que graficar una funcion
algebraica. Para graficar una de estas funciones se deben considerar los siguientes puntos:

e Las intersecciones con los ejes.

e La simetria.

* El desplazamiento, reflexion o estiramiento de graficas conocidas; igualmente se
debe considerar el dominio de f.

e Los grados de g (x) y h(x).

Los ultimos dos puntos permiten determinar si la grafica de una funcién racional tiene
asintotas. Ademads de los puntos anteriores, es importante contestar las siguientes pre-
guntas:

e ¢Qué se puede decir de los valores de la funcién f(x) cuando x estd cercana (pero

no igual) a un cero del denominador?

e ¢Qué puede decirse de los valores de la funcién f(x) cuando x es muy grande, bien

positiva o bien negativa?

La interseccion con el eje y esta en el punto (0, f(0)), siempre que el nimero 0 esté
en el dominio de f. Por ejemplo, la grafica de la funcion racional f(X):l_TX no cruza el eje

y debido a que f(0)no esta definida. Si los polinomios g (x) y h (x) no tienen factores comu-
nes, entonces, las intersecciones con el eje x en la grafica de la funcidn racional f(x):%
X

se obtienen al hacer f(x) = 0. La grafica de una funcién racional f es simétrica con respecto
al eje y si f(—x) = f(x), o bien simétrica con respecto al origen si f(—x) = —f(x). Como es facil



averiguar si una funcién polinomial es par o impar, una forma facil de determinar la sime-

tria de la grafica racional es la siguiente:

Se considera que g (x) y h(x) no tienen factores comunes.
El cociente de dos funciones pares es par.

El cociente de dos funciones impares es par.

El cociente de una funcion par y una impar es impar.

Ejemplo:

2

Graficar la funcidon f(x)=——

La grafica no tiene simetria porque f(x) no es funciéon par ni impar. Como
f(0) =-2, la interseccion con el eje y esta en el punto (0, —2). Como g (x) nunca es cero, no

x-1

hay intersecciones con el eje x. La figura 3.2 muestra la gréfica de esta funcion.

En la figura 3.2 la recta vertical de ecuacion x = 1 se denomina asintota vertical de la
grafica de f, y la recta horizontal cuya ecuacion es y = 0 se llama asintota horizontal de

la grafica f.

La caracteristica de cualquier asintota es que la grafica de una fun-
cion f debe acercarse, o tender, a dicha recta.

Se dice que una recta x = g es una asintota vertical de la grafica de
una funcidn f si se cumple al menos una de las siguientes condiciones:

1.

2
3
4.
5
6

f(x) > —oo cuando x > a~
f(x) > —oco cuando x = a*
f(x) > —oco cuando x = a*
f(x) > oo cuando x > a
f(x) > oo cuando x - a*
f(x) > oo cuandox > a

La figura 3.3 ilustra cuatro de las seis posibilidades antes mencionadas.

e b)

Figura 3.3. Cuatro posibles escenarios de asintota vertical: a) caso 4, b) caso2, c) casos 4y 2,

\/
\/

X=a

o

a)

y d) caso 6.

A 4

x=1

Figura 3.2. Grafica de la funcidn racional

fo ==
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. ; . ) . . X
Si x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcidn racional f(x):%, en-
X
tonces, los valores de la funcidon f(x) se vuelven no acotados cuando x tiende a a desde
ambos lados. Las graficas c) y d) de |a figura 3.3 son gréficas tipicas de una funcion racional
con una sola asintota vertical. Tal como se puede apreciar, una funcion racional con una
asintota vertical es una funcién discontinua.

Ahora bien, se dice que una recta y = ¢ es una asintota horizontal de la grafica de una
funcion fsi f(x) = c cuando x = o« o si f(x) ¢ cuando x .

La figura 3.4 ilustra cuatro tipos comunes de asintotas horizontales.

N
y=c
\/} y=c d)

b) >
A A y=cz
a) c) /~

Figura 3.4. Asintotas horizontales. a) f(x) y=c Y= -
- ccuando x > o, b) f(x) = ¢ cuando > .
X —>tom,c) f(x) > xcuandox > -0y
d) f(x) = ¢, cuando x > —, f(x) > ¢,
cuando x = oo.

En la figura 3.4 d) se presenta un caso especial en el que aparecen dos asintotas
horizontales, puesto que es importante mencionar que el nimero maximo de asinto-
tas horizontales es precisamente dos. Si la grafica de una funcion racional f tiene una
asintota horizontal y = ¢, entonces, como se ve en la figura 3.4 b):

f(x) = ¢, cuando x > + o0

Esta ecuacion es una descripcion del comportamiento en los extremos de la grafica
de una funcién racional con asintota horizontal. De igual modo, la grafica de una funcién
nunca puede cruzar una asintota vertical pero, como se puede apreciar en la figura 3.4 a),
una grafica si puede cruzar una asintota horizontal.

Determinacion de asintotas verticales
Supongamos que los polinomios g (x) y h(x) no tienen factores comunes, entonces:
e Si g es un numero real tal que h(a) =0, la recta x = a es una asintota vertical de la

grafica de f.
Ejemplo:
Considerar la siguiente funcion racional:
2x+1
fl==
X" +4

El denominador h(x) =x*+ 4 = (x+ 2)(x-2) =0 en x=-2y en x = 2. Las anteriores son las
ecuaciones de las asintotas verticales de la grafica f, que tiene tres ramas: una a la izquier-
da de larecta x=—2, una entre las rectas x=—2 y x =2, y una a la derecha de la recta x = 2.



Determinacion de las asintotas horizontales

Cuando se desea determinar si una funcidn racional tiene o no una asintota horizontal se
deben considerar las siguientes reglas:

a
» Si el grado de g(x) es igual al grado de h(x), entonces y:b_" (el cociente de los

primeros coeficientes) es una asintota horizontal.

m

e Si el grado de g(x) es menor al grado de h(x), entonces y = 0 es una asintota hori-

zontal.

* Si el grado de g(x) es mayor que el grado de h(x), entonces la grafica f no tiene
asintota horizontal.

Ejemplo:

Determinar si la grafica de cada una de las siguientes funciones racionales tiene una asin-

tota horizontal.

3x° +4x-1
. f)==2
8x"+x
4x° +7x+8
. f(X):#
2X" +3x"—x+6
5x° +x* +1
o flg=22"TX T2
2x+3

Para el primer caso, dado que el grado del numerador es igual al grado del denomina-
dor (ambos son de grado 2), entonces:

f(x)%% cuando  x — o0

. , . 3
Asi que la asintota vertical es ==

En el segundo caso, el grado del numerador es menor que el del denominador (3<4),
por lo que tenemos lo siguiente:

2
f(x)zzxg"‘ =-—0 cuando x— o0
X

De esta forma, la asintota horizontal se encuentraen y =0

Finalmente, para el tercer caso tenemos que el grado del numerador es mayor que el
grado del denominador (3 > 1), por tanto la grafica de f no tiene asintota horizontal.

Actividad de desarrollo

COMPETENCIAS

ATRIBUTO

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, cddigos y herramientas apropiados.

e Disciplinar: 1. Construye e interpreta modelos matematicos mediante la aplicacion de procedi-
mientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para la comprensién y analisis de
situaciones reales, hipotéticas o formales.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

1. De forma individual, pon en practica lo que has aprendido hasta el momento. Para ello,
resuelve los siguientes ejercicios en tu cuaderno.

1) Despeja a y de la expresion xy = 8. ;Qué tipo de funcion es?

Tenacidad

()

VALORES
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2) Representa graficamente la funcién del ejercicio anterior, donde x ={1, 2, 3,4, 5, 6, 7,

8,9, 10}.

3) Representa en forma grafica la funcion f(x)=

2. Entrega tus resultados al profesor.

F o A

148

= Calculo de limites de funciones

A
&g

Limites de una funcion

El limite de una funcidn esta relacionado con los valores que toma la funcién en lugares
cercanos a un punto de interés. El limite de una funcién en un punto indica el comporta-
miento de la misma en una zona cercana al punto en cuestion.

Definicion de limites

Si se sabe que una funcién f(x) tiende a algin nimero cuando x tiende a a, pero tal nu-
mero no se conoce, entonces se dice que el limite de f(x) cuando x tiende a a existe, o
simplemente que:

lim f(x)

Entonces, un limite existe si cumple con las siguientes condiciones:
e El limite de f(x) existe cuando x tiende a a por la izquierda.

e El limite de f(x) existe cuando x tiende a a por la derecha.

 El limite por la izquierda es igual al limite por la derecha.

K\ >
X a l [
f) L

Deben considerarse los tres puntos anteriores cuando se resuelvan problemas rela-
cionados con limites.
El dominio y el contradominio de la funcidn f se representan con dos puntos sobre

)l,

Figura 3.5. Limites

dos rectas coordenadas / y I', tal como se ilustra en la figura 3.5. Si I|mf(x) L, entonces,
cuando x tiende a a, f(x) tiende a L. Cuando esto sucede, no |mporta el modo en que x

tiende a a. De esta manera, en la figura 3.5 x puede acercarse a a por la izquierda (x —a”)

+ . .
o por la derecha (x—a"), o bien oscilando de un lado a otro de a.
A continuacioén, se presenta un ejemplo de cémo estimar un limite de manera numé-
rica mediante la construccion de una tabla, o bien de manera grafica construyendo una

representacion.

— ABANDONO

—
“No aprendemos para la escuela sino
para la vida”.

Séneca




Ejemplo 1:
Calcular el siguiente limite en forma numérica completando la tabla.

lim

X
= x+1-1

X -0.01 | -0.001 |-0.0001| © 0.0001 0.001 0.01
f(x) | 1.9949 | 1.9995 | 1.9999 | ;? | 2.00005| 2.0005 | 2.00499

De los datos presentados en la tabla se puede estimar que el limite es 2. La figura 3.6
confirma los datos anteriores.

fno esta A
definidaenx=0 —> /

I 1 ) .
T T Figlita 3.6. Calculo de limites.

-1

Es importante observar en el ejemplo 1 que la funcién no esta definida en x =0y adn
asi f(x) parece aproximarse a un limite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con
frecuencia, y es importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x=a
no guarda relacion con la existencia del limite de f(x) cuando x se aproxima a a.

Ejemplo 2:
Encontrar el limite de f(x) cuando x se aproxima a 2, donde f se define como:
1, x=2
f(x):{
0, x=2
Puesto que f(x) = 1 para todos los x distintos de 2, se puede concluir que el limite es
1. Por tanto se puede escribir:

limf(x)=1
El hecho de que f(2) = 0 no influye ni en la existencia ni en el valor del limite cuando
X se aproxima a 2. Asi, si se hubiera definido la funcién como:

f(x):{

1, x=2
2, x=2
el limite seria el mismo.

Cuando una funcion no posee un limite, el comportamiento asociado a la no existen-
cia de éste es de la siguiente forma:

* f(x) se aproxima a nimeros diferentes por la derecha de a que por la izquierda.
* f(x) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a a.

* f(x) oscila entre dos valores fijos a medida que x a aproxima a a.

Ahora se presenta una definicion mas formal sobre limites:

Sea f una funcion definida en un intervalo abierto que contiene a a y L es un numero
real. Entonces:

lim f(x)=L
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L+e

L-¢€

Algunas funciones carecen de limite cuando x = a, pero aquéllas que lo poseen no
pueden tener otro diferente asociado. Esto es, si el limite de una funcion existe, entonces

es unico.

Interpretacion geométrica
Retomemos la definicion de limite: sea f una funcidn definida en un intervalo abierto que
contiene a ay L es un nimero real. Entonces:

fix)

\4

a-6 —7 a+b
6 6

Figura 3.7. Interpretacidn geométrica

del limite.
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limf(x)=L
Lo anterior significa que para todo & > 0 existe un & > 0 tal que si

0<|x—a|<d, entonces |f(x)—L|<e. Los simbolos € y 4 representan a las letras
griegas épsilon y delta, respectivamente.

La definicion anterior se puede interpretar geométricamente como se
muestra en la figura 3.7.

En consecuencia, al considerar geométricamente el limite de una fun-
cién se indican los elementos cercanos, por la izquierda (a — d) y por la de-
recha (a + d), al punto de atencién en la recta, en este caso a, cuya imagen
se acerca al valor de L.

Ejemplo 1:
Graficar el siguiente limite considerando los elementos € y d de la definicidn:

Ixim(\/;+3):5

y
flx)= vx+3
5+te |
5
{ 5 ]
5
5-¢
Figura 3.8. R >
Interpretacion 4
geométrica de un 4-6 e 446
limite.

La figura 3.8 ilustra el limite solicitado. En ella se observa el conjunto de elementos
cercanos a 4, nuestro punto de atencion en el eje x. Cada elemento de este conjunto tiene
como imagen un elemento cercano al punto 5 en el eje y. La idea es que el valor de & sea
el menor posible de tal manera que se pueda determinar en forma sencilla el limite de x.

Ejemplo 2:
Dado el limite:
Iirr;(Zx—S):l
encontrar & tal que |(2x-5)-1|<0.01, siempre que 0<|x—3|<&

Este problema define a € con el valor 0.01. Para encontrar un 6 adecuado se debe consi-
derar que:

[(2x=5)-1| = [2x-6]| = 2|x-3|
Dado que la desigualdad |(2x—5)-1|<0.01 es equivalente a 2|x—3|<0.01, se puede esco-
ger el valor de 5:%(0.01):0.005. En otras palabras:
0<|x—3|<0.005
La expresion anterior implica que:
| (2x=5)-1] = 2|x-3| <2(0.005) = 0.01



Limites por la izquierda y por la derecha

El limite de una funcidn puede calcularse en dos formas: por la derecha o por la izquierda.

Tales limites se denotan de la siguiente manera:

e Limite por la derecha:

Iirqf(x):L
e Limite por la izquierda:
lim f(x)=L

X—a

Como se puede apreciar, el limite por la derecha se denota con el signo + (mas), mien-
tras que para el limite por la izquierda se utiliza el sigho — (menos). Resulta importante re-
cordar que silos limites por la derecha e izquierda son iguales el limite de la funcidn existe.

El calculo del limite por la derecha indica todos los valores de x menores que a, mien-
tras que el calculo del limite por la izquierda indica todos los valores de x mayores que a.

Ejemplo:
Calcular el limite por la derecha y por la izquierda cuando x tiende a 1 para la funcién dada.
lim f(x)
X +1lsix<1
flx)=1 1six=1
x+1six>1

En primer lugar, recordemos las reglas de existencia de un limite:
1. El limite de f(x) existe cuando x tiende a a por la izquierda.

2. Ellimite de f(x) existe cuando x tiende a a por la derecha.

3. El limite por la izquierda es igual al limite por la derecha.

Por tanto, para que un limite exista debe cumplir con estas tres reglas. La siguiente
tabla ilustra las aproximaciones al limite solicitado, tanto por la derecha como por la iz-

quierda.

X 0 0.5 09 (099 | 1 1.01 | 1.1 1.5 2

f(x) 1 1.25 | 1.81 | 1.98 1 201 | 2.1 2.5 3

Como se puede observar, el limite de x cuando tiende a 1 es 2.

Propiedades de los limites
Algunos limites basicos

El calculo de limites puede simplificarse aplicando algunas reglas. A continuacion, se pre-

sentan tres reglas basicas de los limites.

e limb=b, donde b es una constante.

Xx—a

* limx=a

x—a

° limx"=d"

xX—a

En el siguiente link podras
encontrar mas sobre este
tema, asi como ejem-
plos muy utiles

http://temasmatema-
ticos.uniandes.edu.
co/Limites/

s

Vi
_Tic
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Suma de limites

La suma de limites se puede interpretar como la suma de las soluciones independientes
de cada limite. Esto quiere decir que se debe resolver por separado cada limite y luego
sumar las soluciones:

lim| £(x)-+g(x)| =lim f{x) +limg(x)= L +K

Ejemplo:
Calcular el limite de x cuando tiende a 2 de f(x) =x + 3

Iim(x+3):limx+lin;2:2+3: 7

X—a x—2

Diferencia de limites

La diferencia de limites es similar a la suma de los mismos con la Unica diferencia del sig-
no. Tal como en la suma, se debe resolver cada limite por separado para después aplicar
la diferencia.

Iim[f(x)—g(x)]:Iimf(x)—limg(x):L—K
Ejemplo:
Calcular el limite de x cuando tiende a 2 de f(x) =x—3

lim(x—3)=limx—lim2=2—-3=-—1
X—2 x—2 X—2

Limite de una constante

El limite de una constante es el cdlculo mas sencillo debido a que el resultado es la misma
contante.

limb=»b

Xx—a

Ejemplo:

Calcular el limite de x cuando tiende a 2 de f(x) =3
lim3=3
x—2

Limite de una constante multiplicada por una funcion

El proceso de multiplicar una constante por una funcién no afecta el procedimiento tra-
dicional para resolver un limite: el resultado debe multiplicarse por la constante. A este
proceso se le denomina multiplo escalar.

oo -5



Ejemplo:
Calcular el limite de x cuando tiende a 2 de f(x) = 5x

lim5x=5limx=5+2=10

X—2 X—2

Limite de un producto

El producto de limites sigue un procedimiento similar a la suma y diferencia. Cada limite
debe evaluarse de manera independiente, y el resultado de cada uno de ellos debe multi-
plicarse para obtener la solucidn.

lim| £(x)+ g(x) | =lim f(x)+limg(x) = L -k

Ejemplo:

Calcular el limite de x cuando tiende a 2 del producto entre f(x) = xy g(x) = x

Iim[f(x)-g(x)]:Iig"zlf(x)-li_rgg(x):2-2: 4

Limite de un cociente

El cociente de dos limites se calcula dividiendo la solucidn independiente de cada limite:

0L

x=ag(x) limg(x) K

Ejemplo:
Calcular el limite de x cuando tiende a 4 del cociente entre f(x) =1y g(x) =x+ 3

lim f(x) lim1l 1
__ x—4 — x—4

fix)
g(x)

lim

x—4

B Iinlg(x)_ Iin2x+3 7

Limite de una potencia
Trabajar la potencia de un limite implica calcularlo de manera independiente y al resulta-
do aplicar la potencia requerida.

im0 =

Ejemplo:
Calcular el limite de x cuando tiende a 2 de f(x) = x?

limx*=2*=4

X—2
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Figura 3.9. Funciones continuas y

NP

—_

Funcion continua

discontinuas.
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Estrategia para el calculo de limites

e Reconocer qué limites pueden evaluarse por medio de la técnica de sustitucion
directa.

 Si el limite de f(x) cuando x se aproxima a a no se puede evaluar por sustitucidn
directa, entonces se debe intentar encontrar una funcién g(x) que coincida con f
para todo x distinto de a. En otras palabras, hay que seleccionar una g tal que el
limite de g (x) se pueda evaluar por medio de la sustitucion directa.

o Utilizar una gréfica o una tabla para respaldar las conclusiones.

Continuidad y limites de una funcion

Continuidad de una funcion
En esta seccidn se prestara atencién a los casos en que a se halla en el dominio de f.
Si f esta definida en a y el limf(x) existe, entonces, este limite puede o no ser igual a f(a).

Funciones continuas y discontinuas

Las funciones continuas son aquéllas que no presentan ningun punto ais-
lado, saltos o interrupciones, y que estan hechas de un solo trazo en un in-
tervalo determinado. Por otra parte, las funciones discontinuas son las que
presentan algun punto aislado, saltos o interrupciones, es decir, no estan
hechas de un solo trazo en un intervalo determinado. La figura 3.9 ilustra
estos dos tipos de funciones.

= 5 Las propiedades sobre limites se pueden utilizar para establecer el si-

guiente teorema sobre continuidad:

Funcion discontinua TEOREMA 3.1: Si las funciones fy g son continuas en a, entonces tam-

bién lo son la suma f + g, la diferencia f — g, el producto fg v, si g(a)=0, el
. f
cociente ~
g
Las funciones de los siguientes tipos son continuas en sus dominios:
e Funciones polindmicas: p(x):anx” +an_1c”'1 +..+ax+a,

e Funciones racionales: r(x):M h(x)=0
h(x)

e Funciones radicales: f(x):Q/;

e Funciones trigonométricas: sen x, cos x, tan x, cot x, sec x, csc x.

Ejemplo:

Segun lo establecido, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos
de su dominio:

1. f(x)=x-+ senx
2. f(x)=3tanx

x*+1
COS X

3. flx)=




Para funciones compuestas del tipo:

f(x)=sen3x  f(x)=+x*+1 f(x):XZ'H

resulta muy util el siguiente teorema:

TEOREMA 3.2: Si g es continua en a y f es continua en g(a), entonces la funciéon com-
puesta dada por (f o g)(x) = f(g (x)) es continua en a.

Una consecuencia directa de este teorema es que, si fy g satisfacen las condiciones
sefialadas, es posible determinar que el limite de f(g(x)) cuando x se aproxima a a es:

lim f(g(a))= f(g(a))

Ejemplo:
Sea f(x)=|x|. Probar que f es continua en todo nimero real a.
Como |x‘ :«/x_z, tenemos que
)=l o =t *

= fime = o= 110

De la definicidn de continuidad para limites concluimos que f es continua en a.

Continuidad de una funcién en un punto

Si limf(x)=a entonces f es continua en a si satisface las siguientes condiciones:
X—a

1. festa definida en un intervalo abierto que contiene a a
2. limf(x) existe
3. limf(x)= f(a)

Si f no es continua en a, entonces, se dice que es discontinua en g, o bien, que tiene
una discontinuidad en a.

Ejemplo:
Demostrar que un polinomio es una funcién continua en todo nimero real a.

Un polinomio f estd definido en todo R. Entonces, recordando las propiedades basi-
cas de los limites, tenemos que:

lim f(x)= f(a)

Para todo numero real a. De esta manera, f satisface las condiciones 1 — 3y, por tanto,
es una funcién continua en a.

Ejemplo:

Demostrar que una funcion racional es continua en todos los nimeros reales de su
dominio.

)
SIDA
DES \

Algunas veces es Util pensar
en la continuidad de una
funcion como aquella
funcién que se puede
dibujar sin levantar el lapiz
del papel; en otras palabras,
que la grafica no tiene
interrupciones.
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Si g es una funcion racional, entonces q:%, donde g (x) y h(x) son polinomios. Por
X

tanto, g esta definida en todos los niUmeros reales excepto en los ceros de h (x). De lo ante-
rior, resulta que si h(a) # 0, entonces g esta definida en un intervalo abierto que contiene
a a. De nueva cuenta, recordando la propiedad basica de los limites tenemos:

Ixig; a(x)=q(a)

Aplicando las condiciones 1-3, se deduce que g es continua en a.

] > ] > } > I
a a a a

a) Discontinuidad de salto b) Discontinuidad infinita c) Discontinuidad evitable d) Discontinuidad evitable

Figura 3.10. Funciones discontinuas.
En la figura 3.10 se aprecian las graficas de varias funciones que no son continuas en

el nimero real a.

En el caso de la discontinuidad de salto a), los limites por la derecha y por la izquierda
cuando x tiende a a existen, pero son distintos y por lo tanto, lim f(x) no existe, tal y como
se requiere en la condicidn 2. Para la discontinuidad infinita b)Hnuo se satisface ninguna de
las tres condiciones. Las discontinuidades evitables c) y d) son parecidas porque lim f(x)
existe en ambos casos. En c) Limf(x)¢a, pues f no estd definida en a. Sin embargo,Hean d)
lim f(x)=a, a pesar de que f si estd definida en a. Si f es una funcion que tiene una discon-
tinuidad evitable en a y se define (o redefine) f(a) como el nimero Limf(X), entonces la
nueva funcion resultante es continua en a. Por ejemplo, considera la siguiente funcion:

f(x):{j;——ga STXIQ
6 Six=9

En este caso, f(x) se redefine cuando x = 9. De esta manera, se evita la discontinuidad
de la funcion original en a = 9.

Continuidad de una funcién en un intervalo

Cuando se requiere estudiar la continuidad de una funcién es conveniente obtener los
intervalos mas grandes en los que sea continua. Por supuesto, la funcidn también es con-
tinua en cualquier subintervalo formado a partir de esos intervalos.

Si una funcion f es continua en todos los nUmeros de un intervalo abierto (a, b) se
dice que f es continua en el intervalo (a, b). Andlogamente, una funcién es continua en
un intervalo infinito de la forma (a, «) o bien (-0, b), si es continua en todos los nimeros
del intervalo. En seguida, se presenta la definicién de una funcién en un intervalo cerrado.
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Sea una funcidn f definida en un intervalo cerrado [a, b]. La funcidn f es continua en
[a, b] silo esen (a, b) y ademas:
lim f(x)=fla) vy linbﬁ_f(X)= f(b)
X—a X—
Si una funcidn f tiene un limite por la derecha o por la izquierda, se dice que f es con-
tinua en a por la derecha o que f es continua por la izquierda, respectivamente.

Ejemplo:
Sea f(x)=+v9-x*. Trazar la grafica de f y demostrar que f es continua en el in- A
tervalo [- 3, 3]

La grafica de f(x) es la mitad superior de una circunferencia, tal y como se
ilustra en la figura 3.11.
Si—3< a <3 entonces:

IiLnf(x)zli_r'p\/Q—xz =~9-a* = f(c)

Y

De esta manera, se demuestra que f es continua en a. 3 3
Sélo falta analizar los limites unilaterales en los extremos del intervalo. Como
Figura 3.11. Gréfica de la funcion
lim f(x)= limvV9-x* =v9-9=0= £(3)
x—3" X3~ fx)=v9-x*

fes continua por la derecha en —3. Y como también
lim f(x)=limvV9—-x> =v9-9=0= f(3)
x—3" x—37

f es continua por la izquierda de 3. Esto completa la demostracion de que f es
continua en [-3, 3]

ACtiVidad de Ciel'l‘e Dedicacion

VALORES

e Genérica: 6. Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general, considerando
otros puntos de vista de manera critica y reflexiva.

COMFETERCIAS Y o Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.
{
TIC
e Estructura ideas y argumentos de manera clara, coherente y sintética.

ATRIBUTO

1. De forma individual, comprueba lo que aprendiste en este apartado. Para ello, resuelve
los siguientes ejercicios en tu cuaderno.

e Senala cudles de los siguientes diagramas representan una funcién. Justifica tu res-
puesta.

|/
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1) Representa la gréafica de la funcidn f(x):E
X

4x+1

2) Grafica la funcion y=——

2x+1

3) Calcula los siguientes limites

a)

b)

d)

e)

f)

i (2X~3)-5x+3)
= Tx*—6x+4

X' -4
lim

x—0 X_2

X =2x—-4
lim———
x—0 X3—1
X+l
lim
x—-1y% _q

. x=5
lim
x5 x? =25

. x> 4+2x°
lim

4 3 2
=0 x* —x* 4+ 5x

2. Entrega tus resultados al profesor.
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ACTIVIDAD

Las personas exitosas saben usar mejor
su tiempo porque son disciplinadas y
establecen sus metas. Si, hay tiempo
para las vacaciones y para la familia, pero
las personas exitosas y creativas logran
balancearlo y no tienen momentos
improductivos.

Para ser altamente efectivo, necesitas
aprender a concentrarte y evitar las
cosas que te distraigan (como tus
gadgets, los ruidos, las conversaciones en
chat, las redes sociales). Probablemente
habra cosas que no disfrutes hacer, pero
sabes que las tienes que terminar. Por
ello, ser organizado y disciplinado es
esencial.

iDile no a las distracciones!



Recapitulacion (&

Preevaluacion

Recapitula lo que aprendiste en el "Resultado de aprendizaje 3.1".

1. Traza las lineas correspondientes para formar el tipo de funcidn solicitada.

A f
Inyectiva
A f B
A
B
C
D
Epiyectiva
A f B
A
B
C
D
Biyectiva
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[g Recapitulacion

Preevaluacion

2. Completa la siguiente tabla referente a las propiedades de los limites.

Propiedades de los limites Formula
Iximb =b
UT,X =a
limx"=a"

X—a

Suma o diferencia

Producto

IimM
—eg(x)

Potencia

Limite de una funcién radical

Realiza tu evaluacién parcial.

1. Segun las definiciones vistas en el capitulo, contesta las siguientes preguntas.
e ¢Cuales son las caracteristicas de una funcion continua? Dibuja una grafica representativa.

e ¢Cuales son las caracteristicas de una funcién discontinua? Dibuja una grafica representativa.

Valor: 3 puntos
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3.2 Representa graficamente la derivada
como un proceso de limite empleando
formulas de derivacion

Para poder entender los resultados del calculo diferencial es necesario, antes que nada,
comprender la idea basica del mismo: el concepto de derivada. La derivada de una fun- m
cién puede interpretarse geométricamente como la pendiente de una curva, y fisicamen-
te como una razon “instantanea” de cambio. — ABANDONO

—

En este apartado se analizara la representacion grafica de la derivada. Aprenderds
“La educacién es el arma mas pode-

cuales son algunas de las técnicas para derivar funciones y aplicards estos conocimientos

en la solucién de problemas. rosa que puedes usar para cambiar el

mundo”.

Nelson Mandela

Manejo de la derivada

VALORES

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-
blecidos.

‘ e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,
COMBETENCIAS analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de

la informacidn y la comunicacion. -—

e Utiliza las tecnologias de la informacion y comunicacién para procesar e interpretar informacion.

ATRIBUTO

1. De forma individual, investiga en fuentes como libros, revistas e internet, algunas de las
aplicaciones de la derivada, tanto en las ciencias como en la vida cotidiana.

2. Realiza una mesa redonda con tus companeros de clase y discutan sobre la investigacién
que realizaron.

e



4 Definicion
La derivada de una funcién mide la rapidez con la que cambia el valor de dicha
lpa funcién, segun cambie el valor de su variable independiente.

Sea f una funcidn definida en un intervalo abierto que contiene al niumero
real a. En la figura 3.12 se ilustra la grafica de fy una recta secante /,, que pasa
por P(a,fla)) y Q(x,f(x)). La recta de trazo punteado / representa una posible
recta tangente en el punto

La pendiente m de / se define como el valor del limite de la pendiente /,,
cuando Q tiende a P. Asi:

Pla f(a))
Kl

\

. x)—fla
i fX—f(a)
Figura 3.12. Gréfica de la funcién fy una x—a  x—q
recta secante /.

siempre y cuando el limite exista. Si se introduce una nueva variable h tal que x=a+h
(es decir, h = x—a), tal y como se ilustra en la figura 3.13, se obtiene la siguiente formula
para m:

SIS

equivalente a la primera férmula. El limite anterior es uno de los conceptos fundamenta-
les del célculo y se llama derivada de la funcién fen a.

A

lpq

Figura 3.13. Cambio de variable en I
la grafica de la funcion f. a a+h

Y

Seafunafuncion definida en elintervalo abierto que contiene a a. Laderivadadefena,
denotada por f'(a), esta dada por:

£a)—lim @M= fla)
h—0 h

siempre y cuando el limite de la funcién anterior exista.

La férmula para f'(a) también se puede escribir como sigue:

£10)—lim X =1la)

x—a X—a

Ejemplo:
Encontrar la pendiente de la gréfica de f(x) = 2x— 3 en el punto (2,1).

Para encontrar la pendiente de la gréfica de f cuando a = 2, se debe aplicar la definicién de
la pendiente de una recta tangente como se muestra a continuacion:

Ihmgf(CH—/;)—f(a) _ Lirrg[z(2+h)—3;1]—[2(2)—3] _

. 442h—3—4+3
lim—M =

h—0

. 2h
lim—=
h—0 h

2

Asi, la pendiente de fen (a, f(a)) =(2,1) esm = 2.
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El simbolo f'(a) se lee f prima de a. La frase “f'(a) existe” significa que el limite en las
definiciones anteriores existe. Si f'(a) existe decimos que la funcién f es derivable en a,
que es diferenciable en a o que f tiene derivada en a.

Interpretacion fisica y geométrica de la
derivada

El uso de la derivada se extiende a casi todas las dreas donde las matematicas son aplica-
bles. Sin embargo, son dos las areas en las que mas sobresale su uso: la fisica y la geome-
tria. A continuacion, se define la aplicacidn de la derivada en geometria y fisica:
¢ Recta tangente (geometria): La pendiente de la recta tangente a la grafica de f en
el punto (a, f(a)) es f'(a).

» Velocidad (fisica): Si un punto P se mueve a lo largo de una recta coordenada de
manera que al tiempo t su coordenada es s(t), entonces su velocidad en el tiempo
aess'(a).

Ejemplo:

Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) = x> + 1 en los puntos
(011) y (_112)

Sea (a, f(a)) un punto cualquiera de la grafica de f. La pendiente de la recta tangente se
encuentra mediante:

lim
h—0

“m[(a+h)2+1]—(a2+1):
h—0 h

fla+h)-fla) _
h

a’+20h+h —a’+1-1

lim
h—0 h
. 2ah+h
lim————=
h—0 h
lim2a+h=
h—0
2a

De esta manera, la pendiente en cualquier punto (a, f(a)) de la grafica de fes m = 2a. En el
punto (0,1) la pendiente esm = 2(0) =0y en (-1,2), la pendiente es m = 2(-1) = 2.

El ejemplo anterior expresa el uso de la derivada en geometria; sin embargo, en sec-
ciones posteriores se veran ejemplos del uso de la derivada en la fisica.

Calculo de la derivada a partir de la definicion

Una funcion f es derivable en un intervalo abierto (a,b) si lo es en todos los
numeros c de (a,b). También se consideraradn funciones que son derivables
en un intervalo infinito (a,) o (—0,%). Para intervalos cerrados, usamos la
siguiente convencion: una funcion f es derivable en un intervalo cerrado
[a,b] silo es en el intervalo abierto (a,b) y existen los limites:

iy flath)— fla) i SR = £(b)

h—0" h h—0~ h

En la definicion anterior, los limites por la derecha (h->0*) y por la
izquierda (h->07) se llaman derivada por la derecha y derivada por
la izquierda de fen a y b, respectivamente. Para la derivada por la derecha
se tiene que h - 0"y a + h tiende a a por la derecha. Para la derivada por la
izquierda se tiene que h - 0"y b + h tiende a b por la izquierda.

oy

Ted 1%
5N

Intervalo abierto: conjunto
que sdlo contiene los nd-
meros entre dos nimeros
dados (puntos finales), mas
no a los puntos finales. Por
ejemplo, el intervalo | < x
< 4 constituye un intervalo
abierto porque no incluye
a los puntos finales. El
intervalo abierto entre dos
nimeros ay b se escribe
(a,b), utilizando paréntesis.

Intervalo cerrado: conjunto
que contiene tanto sus pun-
tos extremos como todos
los nimeros apropiados.
Elintervalo 0 < x<4 es un
intervalo cerrado porque
estan incluidos los dos ex-
tremos, 0 y 4. Un intervalo
cerrado entre dos nimeros
ay b se escribe como [a,b],
utilizando corchetes.
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Las siguientes son algunas
notaciones de la derivada:

f'(x); Dx[f(x)]l nyJ
. dy d
Y =2 a[f(x)]

Todas las notaciones
anteriores se utilizan en las
matematicas y sus aplica-
ciones, y es recomendable
familiarizarse con ellas. El
subindice x en el simbolo
D se utiliza para designar a
la variable independiente.

Si f es derivable para todo x en un intervalo, entonces al asociar a cada x el numero
f'(x) se obtiene una funcidn f' llamada derivada de f. El valor de f' en x esta dado por el
siguiente limite:

oy 1o S(X)+Hh)— f(x)
fx)= Ihlggih

Es importante notar que el nimero x es fijo pero arbitrario y el limite se toma ha-
ciendo tender a h a cero. Entonces, derivar f(x) o encontrar la derivada de f(x) significa
determinar f'(x).

Ejemplo:
Sea f(x) = 3x>— 5x + 4. Encontrar:
1.f(x)
2. El dominio de f*
3. £ @), f{~2)yfia
4. Una ecuacion para la recta tangente a la grafica de f en el punto P(2,£(2)).

Para el caso (1) tenemos que:

f(x)=lim

|
h—0

fixt+h—fx) _
h

“m[3(X+h)2 —5(x+h)+4]—(3x" —5x+4) _

h—0 h
Iim(3x2 +6xh+3h” —5x—5h+4)(3x* —5x+4)
h—0 h a
T
i E3AToh et 35—
h—0 h h—0
6x—5

Para el punto (2), dado que f' (x) = 6x — 5, la derivada existe para todo numero real x.
Por lo tanto el dominio de f'es R.

Para el ejercicio (3) se sustituye x en f' (x) = 6x — 5:
f(2)=6(2)—5=7
f’(—ﬁ)—s:—(eﬁﬁ)
f(a)=6a—5
Finalmente, para (4), como f(2) = 3(2)*—5(2) + 4 =12 — 10 + 4 = 6, el punto P(2,f (2))
en la grafica de f tiene coordenadas (2,6). Como se vio en las aplicaciones de la derivada,

la pendiente de la recta tangente en P es f' (2) = 7. Usando la forma de la ecuacién de la

recta dados un punto y su pendiente, se obtiene la siguiente ecuacién para la recta tan-
gente en P.

y—6=7(x-2)
De manera equivalente:

7x-y-8=0



Actividad de desarrollo Reflexién

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacién de medios, cédigos y herramientas apropiados.
comPeTeNcias. | @ Disciplinar: 3. Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos matematicos
S y los contrasta con modelos establecidos o situaciones reales.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.
ATRIBUTO

1. En pareja, pongan en practica lo aprendido hasta el momento. Para ello, resuelvan los
siguientes ejercicios en su cuaderno.

1) Calcular las pendientes de las rectas tangentes a la funcion: f(x) = x? + 4
2) Graficar la funcién anterior.
3) Encontrar la pendiente de f(x) = 4x*+ 3 en el punto T(2, 5).

2. Comparen sus resultados con otra pareja y entreguen sus resultados al profesor.

Aplicacion de teoremas de derivacion

En esta seccidn, se veran algunas reglas de derivacion. Entre estas reglas se encuentran
las de suma, producto y cociente de funciones. Igualmente, se abordara la derivacion de
funciones con potencias y la solucidn a problemas basicos con derivadas.

Las reglas de derivacion permiten encontrar un resultado de manera directa, esto es,
sin necesidad de calcular los limites. El siguiente teorema ilustra la derivada mas sencilla,
la derivada de una constante.

TEOREMA 3.3: La derivada de una funcién constante es cero. Esto es:

d

—c =0
dx

El término c indica que se esta hablando de una constante.

Ejemplo:
Funcién Derivada
d
y=17 d_izo
f(x) =0 f'(x) =0
s() =-3 s'()=0
y = km?, k es constante y'=0

De manera similar al caso de las constantes, la derivada de una variable de grado 1
siempre es 1. En otras palabras:

D (x)=1
Supongamos que f(x) = x para todo x; entonces:

£ lim LR = F0)
h

h—0

VALORES
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imX =X

h—0 h

h
lim—=Iliml=1
h—0h  h—0

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1.

Derivada de la suma, el producto y el cociente
de funciones

A continuacidn, se presentan las propiedades algebraicas aplicables en la derivada.
TEOREMA 3.4: La suma (o la diferencia) de dos funciones derivables fy g es deriva-
ble también. Ademas, la derivada de f+ g (o f— g) es igual a la suma (o diferencia) de las

derivadas de fy g.
* (suma) D [f(x)+g(x)]=D [f(x)]+D [g(x)]
* (diferencia) D [f(x)—g(x)ID,[f(x)]1—D, [g(x)]
Ejemplo:

Encontrar f'(x) para f(x) = 2x* = 5x*+ x2 — 4x + 1.
Solucién:
f(x)=D (2x* —5x* + x* —4x+1)=
D (2x* —D (5x*)+D (x*)—D (4x)+D (1)=
8x* —15x* +2x—4

La funcion del ejemplo anterior es un polinomio y como un polinomio es una suma
de términos de la forma cx”, donde c es un nimero real y n un entero no negativo, por lo
que pueden utilizarse los resultados sobre derivadas de sumas y diferencias para evaluar
la derivada.

Actividad de desarrollo Reflexién

VALORES

e Genérica: 8. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.
compeTencias. | @ Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matematicos, aplicando diferentes enfoques.

e Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un proyecto en equipo, definiendo un
ATRIBUTO curso de accidn con pasos especificos.

1. En pareja, pongan en practica lo que han aprendido. Para ello, resuelvan los siguientes
ejercicios.

1) Calculen la derivada de las siguientes funciones:
a) flt)=6t3—-52+t+9
b) flx)=(4x)6 —3x* + 12
c) filw)=-4(0.5w)>+ 30w

2) Analicen el siguiente problema: se lanza una pelota verticalmente desde el suelo, con
una velocidad inicial de 30 m/s. ;Cual es la velocidad en 2 s? Propongan un método
para poder encontrar la solucion.

2. Finalmente, entreguen sus respuestas al profesor.
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Continuando con las reglas algebraicas, a continuacion se vera la regla del producto.

TEOREMA 3.5: El producto de dos funciones derivables fy g es derivable. Ademas, su
derivada es igual a la primera funcién por la derivada de la segunda mas la derivada de la

primera por la segunda. videos y animaciones

% fix)a(x) = f(x)g"(x)+g(x)f"(x) que te ayudardn a

reforzar tus cono-

En términos generales, la derivada del producto de dos funciones no esta dada por el ~ cimientos sobre el

producto de sus derivadas. caleulo de la derivada.
http://arquimedes.

Visita la siguiente pagina
para encontrar informacion,

T

matem.unam.mx/lite/2013/1.1_Un100/

) indice.html
Ejemplo 1:

Encontrar la derivada de h(x)=(3x—2x)(5+ 4x)

, o d d )
h'(x)=(3x—2x )$[5+4x]+(5+4x)$[3x—2x }:
(3x—2x%)(4)+(5+4x)(3—4x)=
(12x—8x*)+(15—8x—16x>) =
—24x*> 4+ 4x+15

Ejemplo 2:
Encontrar f'(x) para f(x) = (x® +1)(2x? + 8x —5)
Usando la regla del producto:
f(x)=(x* +1)(2x* 4 8x —5)+ (2x* +8x—5)D (x* +1)=
(x> +1)(4x +8)+(2x* +8x—5)(3x°) =

(4x" +8x> 4+ 4x+8)+ (6x" +24x> —15x%) =
10x* +32x> —15x> +4x+8

Actividad de desarrollo Laboriosidad

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizaciéon de medios, cddigos y herramientas apropiados.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMPETENCIAS ol o . - - ,
~— analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de
la informacién y la comunicacién.
e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

ATRIBUTO

1. De forma individual practica lo que has aprendido sobre las derivadas. Para ello, calcula
la derivada de las siguientes funciones en tu cuaderno.

1) f(t) = t3(3t° + 5t* +3)

2) fiw) = (6W? + 2)(2x* = 3x? + 3)

3) fix) = (2x* + 3x — 2)(x® + 5x> — 6x + 10)
4) flv) = (27v +3)?

2. Compara tus respuestas con un companero, corrige de ser necesario y entrega tus resul-
tados al profesor.

VALORES
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En el video “Aprendiendo a
derivar desde cero” podras
observar como se

ponen en practica al-
gunos de los métodos

para el célculo de la
derivada.

S
e

https://www.youtube.
com/watch ?v=KFxryrwKmOc&»Iist=PLC-
j4ScU0ZarxN5aVxeitk3YRZ1QtK98I

i)
SIDA
DES \

Cuando Leibniz elaboré
originalmente una férmula
para la regla del producto,
lo hizo motivado por la
expresioén:

(x + dx)(y + dy) - xy

De la cual resté dxdy (con-
siderandolos insignifican-
tes) y calculando la forma
diferencial x dy+y dx. Esta
derivacién tuvo como resul-
tado la forma tradicional de
la regla del producto.

Actividad de desarrollo

A continuacidn, se presenta la regla del cociente.

TEOREMA 3.6: El cociente 5 de dos funciones derivables fy g es derivable para todos los

. . f . .
valores de x para los que g(x)#0. Ademas, la derivada de — se obtiene mediante el deno-
g
minador por la derivada del numerador menos el numerador por la derivada del denomi-

nador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

d flx) _ gl)f (%)= fx)g'(x)
dx g(x) 2 ’

g(x)=0
g(x)

Ejemplo 1:
5x—2
Encontrar la derivada de y = X
x°+1
2 d di,
d[sx—2 :(x +1)a[5x—2]—(5x—2)a[x +1]:
dx| x*+1 (x*+1)
(x> +1)(5)—(5x—2)(2x) _
(XZ +1)2
(5% +5)—(10x> — 4x)
(XZ _"_1)2
Ejemplo 2:
2
Calcular & para y:w
dx 4x* +5

Por la regla del cociente

d  (4x* +5)Dx(3x" —x+2)—(3x" —x+2)D (4x* +5)
dx (4x* +5) a
(4x* +5)(6x—1)—(3x* —x+2)(8x)

(4x* +5) B
(24x° —4x* +30x —5)—(24x> —8x* +16x)
(4x> +5) B
4x> +14x—5
(4x* +5)’

Responsabilidad
VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la
utilizacion de medios, cddigos y herramientas apropiados.
e Disciplinar: 4. Argumenta la solucidn obtenida de un problema, con métodos numéricos, graficos,

COMPETENCIAS

analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matematico y el uso de las tecnologias de

la informacién y la comunicacién.

e Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

ATRIBUTO

1. De forma individual, pon en practica lo que has aprendido. Para ello, calcula la derivada
de las siguientes funciones en tu cuaderno.

x*—1
1) y=
) 2X—5
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3P -2t+1

2

R4 4t—1
5x* —2x* +10
3x°+2x—2
x—1

4) y=
x+1

2. Entrega tus respuestas al profesor.

Derivada de una funcion a una potencia

Antes de enunciar la regla de la potencia es importante revisar el proceso de desarrollo
de un binomio:
(a+b) =a*+2ab+b*
(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab”> +b°

El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es:

1
Mn=D) o2y o M Gy s pab™ b
r

(a+b)' =a"+na" b+

donde a y b son niumeros reales, n es un entero positivos y:

n _nln—1)(n—-2)...n—r+1)  n
ro r(r—1)(r—2)...1 (n—r)ir!

Este desarrollo del binomio se va a utilizar para demostrar un caso especial de la regla
de las potencias.

TEOREMA 3.7: Si n es un entero positivo, entonces la funcion f(x) = x" es derivable y
i[x"}:nx”’1
dx

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un nimero tal que x™% se encuentre
definido en un intervalo que contenga a 0.

Ejemplo 1:
Funcion Derivada
flx)=x° f(x)=3x
d|: -2
‘(X)=—|x3|==x 3=—
g(X)ZQ/; g'(x) dx 2
3x3
1 dy dj 5 2
=— —=—X "|=(=2)x "=——
Y X dx dx[ ] -2 X3

. . 1 . .
Es importante tomar en cuenta el ejemplo ¥ =—, pues antes de derivar se ha reescrito
X
1 a or q o Mg
— como x?. En muchos problemas de derivacién, el primer paso consiste en reescribir
X

la funcion.
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Ejemplo 2:
Calcular la pendiente de la grafica de f(x) = x* cuando: ) x=—1, ) x=0y lll) x = 1.

— ABANDONO . . . i i
— La pendiente de una grafica en un punto es igual a la derivada en dicho punto. Enton-
“Solo hay un bien, el conocimien- ces, la derivada de fes f' (x) = 4x>.
to; sélo hay un mal, la ignorancia”. e Parax=-1, la pendiente es f' (-1) = 4(-1)= -4
Sécrates

® Para x =0, la pendiente es f' (0) =4(0)>=0

e Parax=1,lapendienteesf' (1)=4(1)*=4

A continuacion se presenta un teorema que relaciona el uso de constantes en funcio-
nes derivables.
TEOREMA 3.8: Si f es una funcién derivable y c un numero real, entonces cf también

es derivable y y%[cf(x)]:cf’(x)

Este teorema establece que las constantes pueden ser extraidas de la derivada, inclu-
so cuando aparecen en un denominador.

gl =e )=t
£
dx

C
—%%{f(X)]—[%]f'(X)

_d1
dx|c

fx)

Ejemplo 3:
Funcién Derivada
I e
f(t)=4?t2 f'(t):% gtz :% tZ}zg(zt)zgt
y=2x %:%2 = =Z[Ex;]=x;:%

La regla del multiplo constante y la de las potencias se pueden combinar en una sola.
Esta regla es:

Dx[cx”] =cnx"*

Solucion de problemas basicos con derivadas

La derivada también se utiliza para determinar el ritmo de cambio de una variable res-
pecto a otra, lo que le confiere utilidad en una amplia variedad de situaciones; por citar
algunos, los ritmos de crecimiento de poblacién, los ritmos de produccion, los de flujo de
un liquido, de la velocidad y de la aceleracidn.

Un uso frecuente de los ritmos de cambio consiste en describir el movimiento de un
objeto que va en linea recta. La posicidn de tal linea puede ser horizontal o vertical y el
movimiento puede ser positivo (hacia la derecha) o negativo (hacia la izquierda).

La funcidn s que representa la posicién (con respecto al origen) de un objeto como
funcién del tiempo t se denomina funcién de posicion. Si durante cierto lapso At el objeto
cambia su posicién en una cantidad As = s(t + At) — s(t), entonces:
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X distancia
razon = ———
tiempo

La velocidad media es:

cambio de distancia  As _ s(t + At)—s(t)

cambio en tiempo At At

La funcidn anterior se le conoce como tasa (o razén) media de variacion.

Ejemplo 1:
Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 metros, su altura s en el instante
t se representa mediante la funcion de posicion:

s=—16t*+100

donde s se mide en metros y t en segundos. Encontrar su velocidad media para cada
uno de los siguientes intervalos:

a) [1,2]
b) [1,1.5]
0) [1,1.1]

Para el caso a), el objeto cae desde una altura s(1) =—16(1)% + 100 = 84 metros hasta
una altura de s(2) =-16(2)> + 100 = 36 metros. La velocidad media es:

E = M = —48 metros por segundo
At 2-1

Para el caso b), el objeto cae desde una altura de 84 metros hasta una altura de 64
metros. La velocidad media es:

As_ 64—-84 20

= _ ———=—40 metros por segundo
At 15-1 0.5

Finalmente, para el caso c) el objeto cae desde una altura de 84 metros hasta una
altura de 80.64 metros. La velocidad media es:
As 80.64—84  —3.36

—= =— = —33.6 metros por segundo
At 1.1-1 0.1

Dado que las velocidades calculadas son negativas, esto quiere decir que el movi-
miento del objeto es hacia abajo.

Si s = s(t) es la funcion posicidn de un objeto en movimiento rectilineo, su velocidad
en el instante t es:
s(t+ At)—s(t)

At stt)

0=,

En otras palabras, la funcién velocidad es la derivada de la funcion posicidn. A la
funcién anterior también se le conoce como tasa (o razén) de variaciéon. La velocidad
puede ser positiva, negativa o nula. La rapidez de un objeto puede definirse como el valor
absoluto de su velocidad, y nunca es negativa.

Ejemplo 2:

En el instante t = 0, un saltador se lanza desde un trampolin que esta a 32 metros sobre el
nivel del agua de la piscina. La posicién del saltador esta dada por: s(t) = —16t? + 16t + 32

donde s se mide en metros y t en segundos.
a) éCuanto tarda el saltador en llegar al agua?

Para reforzar tus cono-
cimientos ingresa en la
siguiente pdagina en
donde encontraras
ejercicios que podras
resolver.
http://www.ehu.eus/

olatzgz/curs0%20
cero/Derivacion/test.html
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b) éCudl es su velocidad al momento del impacto?

Para a), se determina el momento en que toca el agua. Hacemos s = 0 y se despeja t:
—16t°+ 16t+32=0

-16(t+1)(t—2)=0

t=—102

Debido a que la rapidez no puede tener un valor negativo, el saltador llega al agua en
t = 2 segundos.

Para b), su velocidad en el instante t estd dada por la derivada s’(t) = =32t + 16. En
consecuencia, su velocidad en t = 2 es:

5'(2) =-32(2) + 16 = —48 metros por segundo.

Actividad de cierre Laboriosidad

VALORES

e Genérica: 4. Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utili-
zacion de medios, codigos y herramientas apropiados.

COMPETENCIAS ' ¢ pisciplinar: 2. Formula y resuelve problemas mateméticos, aplicando diferentes enfoques.
* Expresa ideas y conceptos mediante representaciones linglisticas, matematicas o graficas.

ATRIBUTO

1. De forma individual, pon a prueba lo que aprendiste. Para ello, resuelve los siguientes
problemas.

1) Desde lo alto de un edificio de 150 m se deja caer una pelota y ésta se desplaza verti-
calmente hacia el suelo. Después de t segundos la pelota habra caido una distancia
de s(t)=4.9t> m.

a) ;Cuanto tiempo le toma a la pelota tocar el suelo?
b) ;Cual es la velocidad promedio de la pelota durante el tiempo que cae?
c) ¢Cudl es la velocidad de la pelota en exactamente 2 s?

2) En un juego de beisbol uno de los jugadores lanza una pelota a otro jugador con una
velocidad inicial de 80 m/seg. Si consideramos que la altura a la que se lanza la pelota
es cero, la funcion que describe la trayectoria de la pelota es: s(t) = 80t— 4.9t

a) ;Cudl es la velocidad y la aceleracion de la pelota cuando han transcurrido t segundos?
b) ;A partir de qué momento la pelota empieza a bajar?

2. Entrega tus resultados al profesor.

'NO'

— ABANDONO ——

~

"Un lider es alguien que conoce el

camino, lo recorre y lo muestra",
John C.Maxwell
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Recapitulacion (&

Preevaluacién

Recapitula lo que aprendiste en el "Resultado de aprendizaje 3.2" y preparate para realizar la siguiente actividad de

evaluacion.

1. Asocia con una linea la columna de la izquierda con la columna de la derecha de tal forma que el concepto de la

izquierda concuerde con el de la derecha.

La derivada de una funciéon mide

f'(a) se lee como

Son las formas en que se puede representar
una derivada

La funcidn s que representa la posicion (con

respecto al origen) de un objeto como fun-

cion del tiempo t se denomina

Tasa media de variacion

Tasa de variacion

Una funcion algebraica es

Una funcion es

la rapidez de cambio con respecto a una variable inde-
pendiente.

una funcidn que satisface una ecuacion polindmica cuyos
coeficientes son a su vez polinomios 0 monomios.

As
At

funcion de posicion

d o

£, D,(f), Dy, y=", &

[f(x)]

v(t)=s'(t)

fprimadea

la relacion o correspondencia entre dos o mas canti-
dades.
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[g Recapitulacion

Preevaluacion

Realiza tu evaluacion parcial.

1. Completa la siguiente tabla con las férmulas de cada regla de la derivada.

Regla de la derivada

Formula

Constante

Potencia

Multiplo constante

Suma y diferencia

Producto

Cociente

Valor: 5 puntos
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Actividad de evaluacion 3.2.1 Dedicacion

e Genérica: 5. Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de métodos esta-
blecidos.

COMPETENCLES Y Disciplinar: 2. Formula y resuelve problemas matemadticos, aplicando diferentes enfoques.

EVALUACION

¢ |dentifica los sistemas y reglas o principios medulares que subyacen a una serie de fenémenos. -
ATRIBUTO

RUBRICA

. De manera individual, representa graficamente la derivada de una funcion aplicada en la solucion
de problemas cotidianos, empleando su definicion matematica y los teoremas fundamentales para
su obtencion, para ello haz lo siguiente:

. Limites de funciones
1) Encuentra: la pendiente de la recta tangente a la grafica de fen el punto p(a, f(a)) y la ecuacién
de la recta tangente en el punto p(2, f(2)) para las siguientes funciones.
a) f(x)=3-2x’ b) flx)=x* c) flx)=x*
2) Para cada uno de los siguientes ejercicios aplica alguno de los teoremas vistos, y, si es que
existe, el limite:

Jim x+3
a) lim (3x*—2x+7) d) limo g) **3[1]+[1]
X——2 x—=7 X 3
2 x° 1
. . 4x"—6x+3 li =
b) lim(x*+3)(x—4 e) im———— h X'Ln[ ]
) lim(x" +3)(x—4) e sl P ——

2

[2 o 4 . 2x*+5x—3 o . (4tP45t—3
c) limx* —5x—4 f) Ilmxz—i_ix i) |Im(—4)
x—4 H%Gx —7x+2 x==1  (6t+5)

3) Sea Rel rectangulo que une los puntos medios de los lados del cuadrilatero Q, el cual tiene vér-
tices (+x, 0) y (0, £1). Calcula:

. erimetro R
lim perimetro ¥

n—0* perimetro Q

4) La teoria de la relatividad de Einstein dice que la masa m(v) de un objeto esta relacionada con
su velocidad v por medio de:

miv) = L0 2

1
1-=
C

donde m, es la masa en reposo y c es la velocidad de la luz. ;Qué representa Iingm(V) ?

5) Describe por escrito el procedimiento realizado para la obtencién de la solucion de cada uno de
los ejercicios anteriores.

3. Continuidad de funciones

1) Una liga estirada cubre el intervalo [0,1]. La liga se suelta y se contrae de modo que cubre el
intervalo [a,b] con a> 0y b < 1. Demuestra que esto resulta en un punto de la liga ubicado en la
posicion original.

2) Iniciando a las 4 a.m., un excursionista escala en forma lenta hacia la cima de una montana,
llegando a ella al medio dia. Al dia siguiente regresa a lo largo de la misma ruta iniciando a las
5 a.m. para llegar al pie de la montana a las 11 a.m. Demuestra que en algun punto a lo largo de
la ruta su reloj mostraba la misma hora en ambos dias.

3) Un bloque delgado en forma de triangulo equilatero con lado de longitud 1 tiene su cara en la
vertical del plano xy, con un vértice en el origen. Bajo la influencia de la gravedad, girara alrede-
dor de V hasta que un lado golpee el piso en el eje x (ver figura). Denota con M la abscisa inicial
del punto medio M, del lado opuesto a V, y con f(x) la abscisa x final de este punto. Considera
que el blogque queda en equilibrio cuando M esta directamente arriba de V.
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a) Determina el rango y el dominio de f.
b) En el dominio de f, jen dénde es discontinua?
c) Identifica los puntos fijos de f.

M

—> —>
-1 x 1 -1 f(x) 1

4) Plantea un problema en donde se aplique la continuidad de funciones para la obtencion de la
solucion.

4. Aplicaciones de las derivadas.

1) Encuentra la derivada de y = x5, empleando teoremas de derivacion.
2) Halla la derivada de y = 6x* — 3x> — 10.

) Calcula la derivada de g(x) = (=7x + 3)(x*> -2).

) Determina la derivada de f(x) = (x + 3)(x* +2).

A W

1)
3x—4
6) Halla la derivada de y = (x* + 4)*(2x* — 1)°.

7) Realiza una presentacion en dispositivas en donde muestres el procedimiento para la solucién
de un problema de tu entorno, haciendo uso del concepto de derivada.

8) Un objeto viaja a lo largo de una linea recta de modo que su posicion s es s(t) = 2 + 1 metros
después de t segundos.

a) ;Cual es su velocidad promedio en el intervalo 2 < t < 3?
b) ;Cual es su velocidad promedio en el intervalo 2 < t < 2.003?
c) ¢Cual es su velocidad promedio en el intervalo 2 < t<2 + h?

5) Encuentra la derivada de v=

d) Determina su velocidad instantanea en t = 2.

9) Considera que un objeto se desplaza a lo largo de un eje coordenado de modo que su distancia
dirigida, medida desde el origen, después de t segundos es y2t+1 metros.
a) Encuentra su velocidad instantanea en t=a, o > 0.

b) ;Cudndo alcanzara una velocidad de % metro por segundo?

10)Realiza una presentacion en dispositivas en donde muestres el procedimiento para la solucién
de un problema de tu entorno, aplicando la derivada.

. Pasa en limpio el trabajo realizado de los puntos 2, 3 y 4 de esta actividad, no olvides incluir su

respectivo titulo. Incluye también los procedimientos y métodos aplicados, junto con los resultados
que obtuviste paso por paso. Realiza una portada para tu trabajo con el nombre del modulo, tus
datos y los de tu profesor, fecha, nUmero de evaluacion, junto con los datos de la serie de ejercicios.

. Antes de entregar tus resultados a tu profesor, realiza la Rubrica 3.2.1, de tu “Autoevaluacion” que

se encuentra al final de esta unidad en la seccion “Instrumentos de evaluacién” Revisa si cumples
con todos los indicadores de evaluacion e identifica la calificacion que estads en oportunidad de
obtener. De ser necesario, mejora tu trabajo antes de presentarlo.

. Una vez hecha la Autoevaluacion, entrega tu trabajo a tu profesor. Cuida que las hojas tengan

limpieza.



EVALUACION
PLANEA

Contesta los reactivos que se presentan a continuacion, rellenando completamente el 6valo de la res-
puesta correcta.

1
1. Sean f(x)=x3 ya # 0 obtener f'(x).

@) Fl=—

3x?
®) Flo="5
X3
© F=—7
3x3
@ Flo=>
X

2. Sea f’(x):@, dcudl es el limite de f(x)?
lim f(x)=1

lim f(x)=—1

lim f(x)=0

El limite no existe.

CHORGCEO)

, . 3x+4
3. Calcular el limite de lim——
x=25x+7
3x+4 7
@ im——=—
x=25x+7 12
. 3x+4 10
@ lim———=—
x=25x+7 17
3x+4_£

(c) lim =
x=25x+7 7
3x+4 9
@ im——=—
x25x4+7 17

4. Hallar la derivada de g(x):i

4

w

@) g——

w

i A

@ g(x)—W4
.
@ g'lx)= wh
@ g=—

w

5. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial de 120 m/s. Su altura sobre el suelo
t segundos después esta dada por s(t)=—4.9t> +120t. ¢ Qué tiempo tardard el proyectil en caer al suelo?

@ 24.5 segundos @ 5 segundos
(b) 12.5segundos (d) 120 segundos
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EVéLUACION

LANEA

- C B —2x+1
6. Calcular el siguiente limite: hmxg—x—i-
X3 Ax* -7

(a) Ellimite no existe.

(b) 0
3

@ 101

40

@ 101

7. Calcular la derivada de y =6x> —7x> —9x+12
(a) y'=18x*—14x—9
(b) y'=18x>—14x>—9x
(c) y'=18x>—14x*—9x+12

(d) y'=2x"-3.5x"-9

3x*  7x

8. Calcular la derivada de y=?+T

® r=3+y
® 7=+
® r=5+
@ y’=§

1
9. Hallar la derivada de y=—
X

® "3

o 73

© ry

® ="

10. Hallar la derivada de VZ%
ol

®

(o) ==

@ -3




Instrumentos de evaluacion
Autoevaluacion

Evalua los indicadores de aprendizaje de cada actividad de evaluacion parcial para conocer la calificacién que estas en posibilidad
de obtener en la rdbrica segiin tu desempefio. Marca una V en cada indicador logrado.

Para obtener Suficiente, deberas cubrir todos los indicadores del tono mas claro, y para lograr Excelente, todos los indicadores de
ambos tonos.

Suficiente - Excelente

Rubrica 3.2.1
Médulo: .
Representacién grafica de funciones. Grupo:
Nombre del alumno: ]
Fecha:

Resultado de aprendizaje (R.A.):
3.2. Representa graficamente la
derivada como un proceso de limite
empleando formulas de derivacion.

Actividad de evaluacion:
3.2.1 Representa graficamente la derivada de una funcidn aplicada en la solucidn de problemas coti-
dianos y los teoremas fundamentales para su obtencion.

Porcentaje \/ Indicador logrado
Realicé el calculo y la representacion grafica para indicar el limite de funcio-
Limite de funciones nes, tanto en la descripcidn, el analisis y la solucidn, sin errores.
30%
Realicé el calculo y la representacion grafica para indicar la continuidad de
Continuidad de funciones funciones, tanto en la descripcidn, el analisis y la solucidn, sin errores.
30%
Realicé el calculo y la representacion grafica para indicar la derivada de fun-
Aplicacion de la derivada ciones, tanto en la descripcidn, el analisis y la solucidn, sin errores.
35%

Analicé criticamente los factores que influyen en mi toma de decisiones.

. Construi hipotesis, y disefié y apliqué modelos para probar su validez.
Autoevaluacion P y yapliq para p

5% Segui instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, comprendiendo
como cada uno de sus pasos contribuye al alcance de un objetivo.

100

En caso de que no hayas alcanzado el nivel de “Suficiente”, o si deseas mejorar para lograr el “Excelente”, repasa los conceptos
vistos en el RA 3.2 y platica con tu maestro para obtener una segunda oportunidad de valoracién.
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Instrumentos de evaluacion

Heteroevaluacion

De acuerdo con el desempefio de sus alumnos, anote el peso logrado en cada actividad realizada. Sume los porcentajes para

obtener el peso para la unidad.

Tabla de ponderacion

Aspectos a

Unidad RA Actividac_i’ evaluar % Pe’s_o % Peso % Peso
de evaluacion c P | A especifico | logrado | acumulado
3.1. Representa grafica- 3.2.1
mente funciones, limites y
continuidad mediante su
ecuacion o elementos que
3. F.h’epres'ep- la integran. A | A | a
tacion grafica de — 20
derivadas. 3.2 Represen.ta grafica-
mente la derivada como
un proceso de limite
empleando férmulas de
derivacion.
% peso para la unidad 3 20
Peso total del modulo 100

Al término de la ultima unidad, sume el peso logrado en todas las unidades y obtenga el total del médulo.
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Instrumentos de evaluacion

Coevaluacion

Trabaja con un companiero para que se evaluen mutuamente. Escribe los datos de tu compafiero en la tabla siguiente.

Evalua los atributos de las competencias genéricas que tu compafiero puso en practica durante esta unidad; para ello, en la

tabla indica con una “X” la casilla corresponda.

Nombre de mi companero:

interpretay
emite mensajes
pertinentes en
distintos con-
textos mediante
la utilizacidon de
medios, codigos
y herramientas
apropiados.

Expresa ideas y conceptos mediante representaciones
linguisticas, matematicas o graficas.

Carrera: Nombre del médulo:
Semestre: Grupo:
i . Al
Compeft?nclas Atributos Con . gunas Nunca
genéricas frecuencia | ocasiones
Se expresa y comunica
4. Escucha,

Piensa critica y reflexivamente

5. Desarrolla
innovaciones y
propone solucio-
nes a problemas
a partir de méto-
dos establecidos.

Identifica los sistemas y reglas o principios medulares que sub-
yacen a una serie de fendmenos.

Utiliza las tecnologias de la informaciéon y comunicacién para
procesar e interpretar informacion.

Construye hipétesis, y disefia y aplica modelos para probar su
validez.

6. Sustenta una
postura personal
sobre temas de
interés y relevan-
cia general, con-
siderando otros
puntos de vista
de manera critica

Estructura ideas y argumentos de manera clara, coherente y
sintética.

manera efec-
tiva en equipos
diversos.

y reflexiva.

Trabaja en forma colaborativa
8. Participay
colabora de Propone maneras de solucionar un problema o desarrollar un

proyecto en equipo, definiendo un curso de accién con pasos
especificos.
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